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1. Bloque A. Conceptos basicos de estimacion puntual

En los ejercicios del Tema 1 el objetivo era traducir un enunciado econémico a una probabilidad y resolverla
con la distribucién/tipificacién apropiada y las tablas oficiales en cola derecha. Aqui el objetivo es distinto:
antes de calcular nada, necesitamos definir qué estamos estimando y con qué regla.

En estimacién puntual trabajamos con cuatro piezas que conviene separar desde el principio: - Parametro (6):
valor fijo desconocido de la poblacién (por ejemplo y, 7, o2).

- Estimador (é) regla o férmula basada en la muestra para aproximar 6 (es una variable aleatoria, porque
depende de los datos).

- Estimacién: el valor numérico que toma 6 cuando sustituimos por los datos observados.

- Error de estimacién: § — 6. Mide la diferencia entre lo que estimamos y el valor real del parametro.

El punto clave es que el error no se observa directamente, porque 6 es desconocido. Por eso, en lugar de
intentar “medir el error”, analizamos el comportamiento de 6 si repitiésemos el muestreo muchas veces: sesgo,
varianza y, como medida global, el error cuadratico medio (ECM).

1.1. Ejercicio 1. Identificacién de 6, é, estimaciéon y error

Una empresa de e-commerce quiere controlar el coste medio real de envio (en euros) de todos los pedidos
que gestiona en una semana. Llamemos p a ese coste medio poblacional.

Para aproximarlo, el departamento de operaciones selecciona una muestra aleatoria simple de tamanon =8y
registra los costes de envio (en €):

x, =4,20, z, = 3,90, z3 = 4,50, x, = 4,10, z5 = 4,80, x5 = 3,70, =, = 4,30, zg = 4,60.
Se propone como regla de estimacién la media muestral:

//L:J_,‘:

1) Identifica con claridad:

= ¢l parametro 6,
» el estimador 6 (como variable aleatoria),
» la estimacién (valor numérico al sustituir por los datos),

» ¢l error de estimacion 6 — 6.

2) Escribe explicitamente (en una unica expresion) el error [ — p para este caso.

1.1.1. Solucién

1) Identificacién de conceptos

= Pardametro: 6 = p, el coste medio poblacional (semanal) de envio en euros.
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» Estimador: 0 ==X = - Yo X
Es una variable aleatoria, porque depende de la muestra (X,...,X,,).

» Estimacién (valor numérico con los datos):

= 4,2625 €.

1 34,10
fi=7=g(420 4390 +4,50 +4,10 + 4,80 + 3,70 + 4,30 + 4,60) = =~

» Error de estimacién:  — 0 = h—pu=2x— .

2) Error en este caso
—p=2—u vy, alsustituir por la muestra, = — u = 4,2625— pu.

1.1.2. Resultado final

O=p, 0=7, =42625€, ji—p=t—p(yz—p=42625—p).

1.2. Ejercicio 2. Error no observable y criterios de calidad

En un informe interno de una empresa, se utiliza un estimador 6 para aproximar un parametro desconocido 6
(por ejemplo, un coste medio p o una proporcién 7). Se define el error de estimacién como 6 — 6.
1) Explica brevemente por qué no podemos calcular directamente el error § — 6 en una situacién real.

2) Indica qué tres magnitudes se emplean para evaluar la calidad de un estimador cuando no se puede
observar el error, y escribe sus expresiones:

= Sesgo,
= Varianza,
= Error cuadratico medio (ECM).

1.2.1. Solucién

1) Por qué no podemos calcular directamente el error 0—0

En una aplicacién real 6 es un paradmetro poblacional desconocido (por ejemplo, o 7).

Aunque podemos calcular 6 con los datos de la muestra, no conocemos el valor verdadero de 6 y, por tanto,
el error 6 — 0 no es observable.

2) Qué medimos para evaluar la calidad de 0
Como el error no se puede observar, evaluamos el estimador por su comportamiento en muestreos repetidos:

= Sesgo:

Sesgo(0) = E(0) — 6.

» Varianza:

= Error cuadratico medio (ECM):

BECM(D) = E[(0—0)] = V() + (E(6) —0)".

1.2.2. Resultado final

El error 8 — 6 no se observa porque 8 es desconocido; por eso se usan sesgo, varianza y FCM.
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2. Bloque B. Sesgo, varianza y error cuadratico medio (ECM)

En el Bloque A hemos separado con claridad pardmetro (), estimador (0) y estimacién (valor numérico).
Fl siguiente paso es evaluar si una regla de estimacion es “buena’.

Como el error §—6 no se observa (porque 6 es desconocido), medimos la calidad de 6 mediante tres magnitudes:

= Sesgo: E(0) — 6, que indica si el estimador tiende a sobreestimar o infraestimar.
= Varianza: V(é), que mide la dispersién de 0 entre muestras.
s Error cuadratico medio (ECM):

ECM(®) = E[(6—6)2] =V (0) + (E@) —6)".

El ECM es especialmente ttil porque combina precisién (varianza baja) y exactitud (sesgo bajo). En estos
ejercicios trabajaremos con situaciones tipicas de examen: calcular sesgo y ECM, comparar dos estimadores
y entender por qué un estimador puede ser sesgado para muestras finitas y, aun asi, mejorar al aumentar el
tamano muestral.

2.1. Ejercicio 3. Calculo directo de sesgo y ECM

Para una sesién bursatil, una mesa de analisis estima el precio medio real de un titulo (en €) mediante un
estimador ji. El pardmetro de interés es pu, el precio medio poblacional (desconocido).

A partir de simulaciones internas del método de estimacion, se dispone de la siguiente informacién teérica:

E(fi) = p+0,20, V(p) = 0,09.
1) Calcula el sesgo de /i y el sesgo?.
2) Calcula el error cuadratico medio (ECM) de ji.

3) Interpreta en una frase qué significa el signo del sesgo en este contexto.

2.1.1. Solucién

1) Sesgo y sesgo?

Sesgo(ft) = E(ft) — p = (p + 0,20) — pu = 0,20.
Sesgo(fi)? = (0,20)% = 0,04.

2) ECM

ECM (j1) = V(j1) + Sesgo(j1)? = 0,09 + 0,04 = 0,13.

3) Interpretaciéon econémica (minima)

Como el sesgo es positivo, i tiende a sobreestimar el precio medio real p en promedio.

2.1.2. Resultado final

‘Sesgo(ﬁ) =0,20, Sesgo(j1)? =0,04, ECM(ji) = 0,13.‘

2.2. Ejercicio 4. Comparacién por ECM (trade-off sesgo—varianza)

Una consultora estima el incremento medio de ventas (en miles de euros) asociado a una campafia publici-
taria. El pardmetro de interés es 6, el incremento medio real (desconocido). Se estdn comparando dos métodos

de estimacién, que producen los estimadores 6, y 6.

A partir de anélisis previos del rendimiento de cada método, se conoce:
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E@,)=0+010, V(
E(f,) =60—020, V(
1) Calcula el sesgo y el ECM de 6.
2) Calcula el sesgo y el ECM de 6,.

3) (Qué método elegirias si el criterio es minimizar el ECM? Justifica con una comparacién numeérica.

1) = 0,04,

)

2) = 0,01.

2.2.1. Solucién

1) Para 0,
Sesgo: A R

Sesgo(#,) = E(6,) — 0 = (6 +0,10) — 0 = 0,10.
ECM: R R ~

ECM(8,) = V(0,) + Sesgo(6,)? = 0,04 + (0,10)2 = 0,04 + 0,01 = 0,05.

2) Para 0,
Sesgo:

Sesgo(#,) = E(0,) — 6 = (6 — 0,20) — 0 = —0,20.
ECM:

ECM(6,) = V(8,) + Sesgo(6)? = 0,01 + (—0,20)2 = 0,01 + 0,04 = 0,05.

3) Eleccién por ECM

Como ECM(0,) = ECM(6,) = 0,05, ambos métodos son equivalentes segiin el ECM.
Si hubiera que decidir por un criterio secundario, 8, tiene menor varianza pero mayor sesgo en valor absoluto.

2.2.2. Resultado final

ECM(6,) = 0,05, ECM(6,) =0,05 = empate por ECM.

2.3. Ejercicio 5. Estimador sesgado pero consistente

Una empresa quiere estimar el coste medio real (en euros) de un determinado servicio. El pardmetro de interés
es 0. Para cada tamafio muestral n, se propone un estimador 6,, cuyo comportamiento teérico viene dado por:

~ 2 ~ 9
E = 0 — V 0 = —.
)=0+=, V@)=
1) Calcula el sesgo de én y explica si el estimador es insesgado para un n finito.
2) Calcula el ECM de én en funcién de n.

3) Determina si @n es consistente (en el sentido de que el error tiende a cero cuando n — o0). Justifica
usando el ECM.

2.3.1. Solucién

1) Sesgo

- ~ 2 2
Sesgo(d,,) = E(9,) —0 = (9 + 5) —0= .

Para cualquier n finito, % # 0, luego én es sesgado (no es insesgado en muestras finitas).
2) ECM
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Primero, el sesgo? es:
Por tanto,

3) Consistencia

Cuando n — oo,

ECM(,) = % + % — 0.

Como el ECM tiende a cero al crecer n, el estimador 6,, es consistente.

2.3.2. Resultado final

R 2 R 4 R
Sesgo(6,,) = - # 0 (sesgado finito), FECM(6,) = % + 3 0 = 0, consistente.

3. Bloque C. Insesgadez, consistencia y eficiencia

En el Bloque B hemos visto que el ECM resume en una sola cantidad dos ideas distintas: ezactitud (sesgo bajo)
y precision (varianza baja). En este bloque trabajamos tres propiedades cldsicas que se usan para describir y
comparar estimadores de forma sistematica:

= Insesgadez: un estimador 6 es insesgado si, en promedio, acierta el parametro:

E0)=0.
Si E(0) # 0, diremos que es sesgado.
= Consistencia: un estimador 6, es consistente si, al aumentar el tamaio muestral, se aproxima a 6. En la
préctica, lo interpretaremos como que el error se vuelve pequeiio cuando n es grande (por ejemplo, porque
el sesgo y la varianza se hacen pequetios).
» Eficiencia (entre insesgados): si dos estimadores son insesgados para el mismo pardmetro, diremos que
el mas eficiente es el que tiene menor varianza, ya que produce estimaciones mas concentradas alrededor

de 6.

En los siguientes ejercicios practicaremos la identificacién de estas propiedades a partir de la informacion teérica
disponible sobre cada estimador (por ejemplo, sus valores esperados y varianzas, o su comportamiento cuando
n crece) y realizaremos comparaciones con criterios bien definidos.

3.1. Ejercicio 6. Insesgadez: decidir y justificar

Una empresa analiza la tasa de conversion real 7 (probabilidad de que una visita a la web termine en compra).
Para una muestra aleatoria simple de n visitas, definimos:
L,

si la visita ¢ termina en compra
T = . .
! 0, sino termina en compra

)

_ 1 n .7
== >, T; (proporcién muestral observada).
Se proponen tres estimadores del parametro :

7 =1, 7?2:7111"%’ 7y =7 +0,02.

Sabiendo que E(X) = 7, decide para cada uno si es insesgado o sesgado y justifica con el cdlculo de E(;).
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3.1.1. Solucién

Usamos la linealidad de la esperanza y el dato E(z) = .

1) Estimador 7, =&

E(7m,) = E(x) =m = 7, es insesgado.

2) Estimador 7, = L
+1
E(7,) —E( " 7) = (z) = m#E T = Ty es sesgado.
n+1 n+1 n+1
El sesgo es: .
n
E<7T2)_7r:(ﬂ+1_ ) S

3) Estimador 75 = z + 0,02

E(m;) = E(x)+0,02=71+40,02# m = 73 es sesgado.
El sesgo es 0,02 (positivo).

3.1.2. Resultado final

‘frl insesgado, 7, sesgado, 74 sesgado.

3.2. Ejercicio 7. Consistencia: decidir con limites

Una empresa quiere estimar la proporcion real n de clientes que activan una suscripcién premium tras una
promocién. Para un tamafio muestral n, se plantea un estimador 7,, cuyo comportamiento tedrico es:

- 1 . r(l—m) 1
Ef,)=m+— V(#,) = — + —.
() =7+, (7) i
1) Decide si 7,, es insesgado para un n finito.

2) Decide si 7,, es consistente cuando n — oo. Justifica en 2-3 lineas usando el comportamiento del sesgo
y de la varianza.

3.2.1. Solucién

1) Insesgadez (para n finito)

2) Consistencia

Cuando n — o0, el sesgo tiende a cero:

E(m,)—m=——0
(Ra) =7 =
Ademaés, la varianza también tiende a cero:
. 1— 1
V(Wn):u-l-j—)().
n n

Por tanto, al crecer n el estimador se concentra alrededor de 7 y 7,, es consistente.

3.2.2. Resultado final

7,, es sesgado para n finito, pero es consistente cuando n — co.
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3.3. Ejercicio 8. Eficiencia entre insesgados (comparacién por varianza)

Una consultora estima el incremento medio real de productividad 6 (en puntos porcentuales) tras implan-
tar un nuevo software de gestion. Se han propuesto dos estimadores insesgados 6, y 6, para el mismo parametro

6.

Se sabe que:

E@,) =06, V() =025,
E(0,) =6,  V(0,) =0,09.

1) Justifica que ambos estimadores son insesgados.

2) Determina cudl es mas eficiente y explica por qué.

3.3.1. Solucién
1) Insesgadez

Un estimador es insesgado si E(f) = 0. Como
E(é1> =0 vy E(éz) =0,

ambos estimadores él y t§2 son insesgados.
2) Eficiencia

Entre estimadores insesgados del mismo pardmetro, el més eficiente es el de menor varianza.

Como ~ R
V(6,) =0,09 < 0,25 =V (6,),

0, es mas eficiente.

3.3.2. Resultado final

6, v 05 son insesgados; el més eficiente es 6, (menor varianza).

4. Bloque D. Cota de Cramér—Rao e informaciéon de Fisher

En los bloques anteriores hemos comparado estimadores mediante sesgo, varianza y ECM. En algunos modelos,
ademads, es posible fijar un limite tedrico a la precisién que puede alcanzar cualquier estimador insesgado.
Ese limite se expresa mediante la cota de Cramér—Rao (CCR) y depende de la informacién de Fisher
del modelo.

En este documento no repetimos los ejercicios conceptuales de la CCR ya trabajados en las diapositivas.

CCR: ver bloque C1 de las diapositivas (no se repite aqui).

4.1. Ejercicio 9. CCR en B(n,7) (contexto de visitas/ventas)

Un comercial realiza n visitas en una jornada. En cada visita, la probabilidad real de cerrar una venta es m
(desconocida) y se asume independencia. Sea x el nimero de ventas conseguidas en esa jornada. Se modeliza:

x ~ B(n,n).

Durante m jornadas comparables se observa una muestra (zq,...,x,,) y se estima 7 mediante:

T 1 &
p=—, donde z = — T,
p? 13
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Dato (teoria): para una muestra i.i.d. de tamafio m en este modelo,

I,(m) = %

1) Calcula V(p).
2) Escribe la CCR para la varianza de cualquier estimador insesgado de 7.

3) Concluye si p es eficiente en el sentido de la CCR.

4.1.1. Solucién

1) Varianza de p
Si x ~ B(n, ), entonces:
V(z) =nm(l—m).

La media muestral £ de m jornadas independientes cumple:

Como p = Z/n,

(N 1 1 arm(l—7) w(l-—m)
Vi =v(5) = mve@ - R =
2) CCR
La CCR para un estimador insesgado de 7 es:
. 1 (1l —m)
> =
vim) 2 I (m) mn
3) Eficiencia (CCR)
Como a ) )
. m(l—m
Vip) = mn I, (7)’

se alcanza la cota. Por tanto, p es eficiente en el sentido de la CCR.

4.1.2. Resultado final

V(p) = % y CCR = 1( _rd—m = p eficiente (CCR).

I () mn

5. Bloque E. Suficiencia (criterio de Fisher—-Neyman)

En algunos modelos, no toda la informacién de la muestra es necesaria para estimar un pardmetro: puede
existir un estadistico T' que “resume” toda la informacién relevante sobre 6. A esto lo llamamos suficiencia.
El criterio de Fisher—Neyman proporciona una forma operativa de comprobarla mediante la factorizacién de la
verosimilitud.

En este documento no repetimos el desarrollo completo ya trabajado en las diapositivas.

Ejemplo completo de Fisher—-Neyman (Poisson): ver diapositivas (no se repite aqui).

5.1. Ejercicio 10. CCR en Poisson (\) (contexto de incidencias diarias)

El servicio de atencién al cliente registra el nimero de incidencias diarias x. Se asume:

x ~ Poisson(\),
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donde A (desconocido) es el niimero medio real de incidencias al dfa.

Durante n dias, se observa una muestra (x, ...

A=z,

,x,) (ii.d.) y se estima A con:

1 n
donde z = — "
onde T n;gjl

Dato (teoria): para una muestra i.i.d. de tamafio n en este modelo,

1) Calcula V(X).

2) Escribe la CCR para la varianza de cualquier estimador insesgado de A.

3) Concluye si ) es eficiente en el sentido de la CCR.

5.1.1. Solucién

1) Varianza de A

Si x ~ Poisson(A), entonces V(x) = .
La media muestral * de n dias independientes cumple:

2) CCR

La CCR para un estimador insesgado de A es:

3) Eficiencia (CCR)

Como V(A) = % =

Por tanto, ) es eficiente en el sentido de la CCR.

5.1.2.

6. Bloque F. Suficiencia (criterio de Fisher—-Neyman)

En algunos modelos, no toda la informacién de la muestra es necesaria para estimar un parametro: puede
existir un estadistico T' que “resume” toda la informacién relevante sobre 6. A esto lo llamamos suficiencia.
El criterio de Fisher—Neyman proporciona una forma operativa de comprobarla mediante la factorizacién de la

verosimilitud.

En este documento no repetimos el desarrollo completo ya trabajado en las diapositivas.

Ejemplo completo de Fisher—-Neyman (Poisson): ver diapositivas (no se repite aqui).

6.1.

Una empresa analiza la tasa real de conversién 7 (probabilidad de que una visita termine en compra). En

Resultado final

A V() A
VA =V(z) = =
2 1 A
>—— ==
vy 2 I,(A) n
——, se cumple la igualdad.
wb—i C@%ui——iéXﬁim(ﬂR)
= y = N = eficiente .

Ejercicio 11. Fisher—-Neyman en Bernoulli (7): suficiencia de > z,

una muestra aleatoria simple de tamano n, definimos para cada visita:

CC BY-NC-SA 4.0 — Rabadédn-Pérez, Ibar-Alonso, Muiioz-Céspedes (URJC) | pédg. 9 de 13




T, = i=1,...,n.

{1, si la visita 4 termina en compra
7

0, sino termina en compra

Se asume que las observaciones son independientes e idénticamente distribuidas, con:

Pz, =1) =, P(z;=0)=1—m.

3

1) Escribe la funcién de verosimilitud L(7; x) para la muestra (z4,...,x,).

2) Factoriza L(m;x) para mostrar que depende de 7 tinicamente a través de
n
T = Z x;.
i=1
3) Concluye, por el criterio de Fisher-Neyman, que T es un estadistico suficiente para 7.

6.1.1. Solucién

Partimos de:

L(m ) = ﬁﬂ'mi(l — )=,

Agrupando exponentes:
Definimos el estadistico:

Entonces la verosimilitud puede escribirse como:
L(m ) = g(T'(x),m) h(z),

donde, explicitamente,
g(T,Tf') :WT(1_7T>H_T7 h(l‘) =1L

Como h(z) no depende de 7 y toda la dependencia en 7 aparece a través de T'(x), por el criterio de Fisher—

Neyman se concluye que:

n
T(z) = Z x; es suficiente para 7.
=1

7. Invarianza del estimador

En ocasiones, el pardmetro de interés no es 6 directamente, sino una transformacién n = g(6) que tiene una
interpretacién econdémica més inmediata (por ejemplo, pasar de un coste medio mensual a un coste anual, o de
una tasa a un ingreso esperado).

Una propiedad practica muy utilizada es la invarianza: si 6 es un estimador de 6, entonces una forma natural
de estimar 1 = g(f) es aplicar la misma transformacién al estimador,

n=g(0).

En los ejercicios siguientes practicaremos esta idea con transformaciones sencillas, manteniendo la notacién del
curso.
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7.1. Ejercicio 12. Invarianza (1): de media mensual a media anual

Una empresa estudia el gasto mensual medio en suministros de una planta industrial. El parametro de interés
es u, el gasto mensual medio real (en €). A partir de una muestra aleatoria simple, se estima u mediante la
media muestral z.

Para planificaciéon presupuestaria, interesa el gasto anual medio, definido como:

n=12pu.
1) Propén un estimador 7 de n usando la propiedad de invarianza a partir del estimador i = .

2) Si en una muestra concreta se obtiene & = 8250 €, calcula la estimacién numérica de 7.

7.1.1. Solucién

1) Estimador por invarianza

Como n = 12u y ji = Z, por invarianza:

=)
Il
—t
[N}

=)
Il
—_
)
K1

2) Estimacién numérica

Sustituyendo & = 8 250:
7 =12-8250 =99000 €.

7.1.2. Resultado final

n=12z,  ysiz=8250, 7= 99000 €.

7.2. Ejercicio 13. Invarianza: estimar una varianza a partir de una desviacién tipica

En un proceso de produccion, el pardmetro de interés es la desviacién tipica poblacional o (en unidades del
producto). Se dispone de un estimador ¢ para o.

En ciertos informes de calidad se utiliza la varianza:

n=o°.

1) Usando la propiedad de invarianza, propone un estimador 7 de n a partir de &.

2) Si en un estudio concreto se obtiene 6 = 3,40, calcula la estimaciéon numérica de 7.

7.2.1. Solucién

1) Estimador por invarianza

Como n = 02 y el estimador de ¢ es &, por invarianza:
i =(5)%
2) Estimacién numérica
7= (3,40)% = 11,56.

7.2.2. Resultado final

‘?’: (7)2, y si o0 = 3,40, 7 = 11,56.
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8. Cierre. Formulas minimas (Temas 2-3)

En este tema el objetivo es evaluar y comparar estimadores cuando el error § — 6 no puede observarse (porque
0 es desconocido). Las magnitudes clave son:

8.1. Sesgo, varianza y ECM

= Sesgo:
» Varianza:

= Error cuadratico medio (ECM):
ECM(0) = E[(0—0)2] = V() + (E(6) — 6)" = V(0) + Sesgo(6)2.

Interpretacién: el ECM combina precision (varianza) y ezactitud (sesgo).

8.2. Insesgadez, consistencia y eficiencia
= Insesgadez: 0 es insesgado si
E(0) =0.
» Consistencia (idea operativa): én es consistente si, cuando n — oo,
E@,) —0 y V(b,) -0,

lo que implica que el estimador se concentra alrededor de € al crecer n.

= Eficiencia (entre insesgados): si él y 52 son insesgados para 6,

V(0,) <V(by) = él es més eficiente.

8.3. Informacién de Fisher y cota de Cramér—Rao (CCR)
Sea L(6; x) la verosimilitud y ¢(6; ) = log L(6; x).

s Informacién de Fisher (una observacién):

= Para n observaciones i.i.d.:

= Cota de Cramér—Rao (CCR): para cualquier estimador insesgado 0 que cumpla condiciones regulares,

- 1
V(6) > NG

Si un estimador insesgado alcanza la cota (igualdad), se dice que es eficiente en el sentido de la
CCR.

8.4. Suficiencia (criterio de Fisher—Neyman)

Un estadistico T'(x) es suficiente para 6 si la verosimilitud puede factorizarse como:

L(6;x) = g(T(x),0) h(x),
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donde h(z) no depende de 6.
En ese caso, toda la dependencia de la muestra respecto a 6 estd “resumida” en T'(z).
8.5. Invarianza

Si el pardmetro de interés es una transformacién n = g(9) y 6 estima 0, una forma natural de estimar 7 es:

n=g(0).
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