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1. Introduccién

En este documento se presentan ejercicios breves para practicar los métodos de estimacion trabajados en
el Tema 4. El objetivo es aprender a pasar de un contexto econdémico a una regla de estimacién concreta,
justificando los pasos esenciales y manteniendo una notacién homogénea.

En particular, se trabajaran tres enfoques:

» Méaxima verosimilitud (MV): construir la verosimilitud a partir del modelo probabilistico, simplificar
mediante el logaritmo y obtener el estimador resolviendo la condiciéon de 6ptimo.

= Método de los momentos (MM): igualar momentos tedricos (del modelo) con momentos muestrales
y despejar el parametro.

= Minimos cuadrados (MC): elegir el pardmetro que minimiza la suma de cuadrados de los errores, en
problemas de ajuste sencillos.

Los ejercicios estan seleccionados para cubrir la casuistica més habitual en el curso (modelos Bernoulli/Binomial,
Poisson y uniforme, ademés de ajustes por minimos cuadrados), con enunciados contextualizados y soluciones
justificadas de forma concisa.

2. Bloque A. Méxima verosimilitud (MV)

En este bloque se practica el método de maxima verosimilitud, que consiste en elegir el valor del parametro
0 que hace mas verosimiles los datos observados bajo un modelo probabilistico.

El procedimiento operativo sera siempre el mismo:

1) Plantear la verosimilitud L(#;z) como producto de probabilidades (o densidades) de la muestra

(T1,... ).
2) Trabajar con la log-verosimilitud £(0; z) = log L(6; x) para simplificar.
3) Derivar, igualar a cero y resolver (comprobando, si procede, que se obtiene un maximo).

4) Interpretar el estimador en términos econémicos.

Los dos ejercicios de este bloque estan disenados para que el cdlculo sea manejable y el resultado final tenga
una lectura directa (tasa de éxito y tasa media de eventos).

2.1. Ejercicio 1. MV en Bernoulli (7): tasa de conversién

Una empresa quiere estimar la tasa real de conversién 7 (probabilidad de que una visita termine en compra).
En una muestra aleatoria simple de tamano n, se observa para cada visita:

1

, i la visita ¢ termina en compra
xi: . . Z—l,...ﬂ’L.
0, sino termina en compra
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Se asume que las observaciones son independientes e idénticamente distribuidas, con:

Pz, =1)=m, P(z;=0)=1—m.

K2

1) Construye la verosimilitud L(7;x) para la muestra (z,...,,).
2) Obtén la log-verosimilitud £(m; z).

3) Deriva, iguala a cero y resuelve para obtener el estimador de méxima verosimilitud 7,y .

2.1.1. Solucién

1) Verosimilitud

Para cada observacion,
P(x;m) =% (1 —m)t2.
Como la muestra es i.i.d.,

L(myz) = H 7%i(1— )% = i Ti(l— 7-[-)771*2?:1 i,
i=1

Denotamos

~
Il
—

Entonces,
L(mz) =771 —m)n T,

2) Log-verosimilitud
U(m;x) =log L(m;x) = Tlog(mw) + (n —T) log(1 — ).

3) Condicién de primer orden y solucién

Derivamos respecto a 7:

T -T
Vim) ===
s 1—m
Igualamos a cero:
T n-T T n-—-T
™ l1l—m T 1—7
Cruzando:
Tl—m)=nn—-T) = T-Trn=mm—7T = T=mn.
Por tanto,

R T 1 _
i = —_—= — €Tr. = X.
MV n n ;:1 %

2.1.2. Resultado final

n
Ty =T = Ly
i=1

S|

2.2. Ejercicio 2. MV en Poisson (\): intensidad media de incidencias

El servicio de atencién al cliente registra el niimero de incidencias diarias x. Se asume que, para dias comparables,
el nimero de incidencias sigue un modelo Poisson con pardmetro A (desconocido):

x ~ Poisson(A).
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Durante n dias se observa una muestra (z, ..., z,,) (i.i.d.). Se pide obtener el estimador de méxima verosimilitud
de A.

1) Escribe la verosimilitud L(\;x) para la muestra.
2) Obtén la log-verosimilitud ¢(\; z).

3) Calcula la ecuacion de score £/(A) = 0 y resuelve para obtener A MV

2.2.1. Solucién

1) Verosimilitud

Para cada observacién z;,

Como la muestra es i.i.d.,

=1 L i
Denotamos
n
T:Zwi.
i=1
Entonces,
nol
_ ,—n )T o
L(\jz) = e ™)\ lei!.
=1 L4

2) Log-verosimilitud

3) Score y solucién

Derivamos respecto a A:

T
VN =— —.
N n+ \
Igualamos a cero:
T T N 1< _
7H+X:O = —=n = )\MV_ _ﬁ;xlzx
2.2.2. Resultado final
~ I
>\J\/[V =T = — in.
ni=

3. Bloque B. Invarianza del estimador MV

En muchos casos, una vez obtenido el estimador de méxima verosimilitud 6,,y,, el pardmetro de interés no es 6
directamente, sino una transformacién con interpretacién econémica mas clara, n = g(6).

Una propiedad especialmente 1til es la invarianza del MV si 6 v Mmaximiza la verosimilitud para 6, entonces
el estimador de méxima verosimilitud de n = g(6) se obtiene aplicando la misma transformacion:

7A7Mv = 9(9MV)-

En este bloque se practica esta idea sin rehacer verosimilitudes.
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3.1. Ejercicio 3. Invarianza del MV: de incidencias diarias a incidencias semanales

El servicio de atencién al cliente modeliza el nimero de incidencias diarias como Poisson(A), donde A es el
nimero medio real de incidencias al dia. A partir de n dias, se ha obtenido por méxima verosimilitud:

Avv =T
Para planificaciéon de recursos, interesa el nimero medio de incidencias por semana, definido como:
n="TA\

1) Utilizando la invarianza del MV, propone el estimador de méxima verosimilitud 7,y .

2) Si en una muestra concreta se obtiene £ = 18,4 incidencias/dia, calcula la estimacién de 7 (inciden-
cias/semana).

3.1.1. Solucién
1) Estimador por invarianza

Comon="7\y S\MV = I, por invarianza:
iy = Thyy = T4
2) Estimacién numérica
Ny = 7 18,4 = 128,8 incidencias/semana.

3.1.2. Resultado final

v = 77, y si & = 18,4, 7, = 128,8 incidencias/semana. ‘

4. Bloque C. Método de los momentos (MM)

El método de los momentos (MM) estima los pardmetros del modelo igualando momentos teéricos (cal-
culados con la distribucién) con momentos muestrales (calculados con los datos). La idea bdsica es:

momento teérico = momento muestral.

En este bloque aplicaremos el procedimiento en modelos sencillos. En algunos casos, el estimador por MM
coincide con el de MV, lo que permite comparar métodos sin anadir complejidad.

4.1. Ejercicio 4. MM en Poisson ()\): intensidad media de incidencias

Se modeliza el ntmero de incidencias diarias x como:
x ~ Poisson(\),

donde A (desconocido) es el niimero medio real de incidencias al dfa.
Durante n dias se observa una muestra (z,...,2,,).
1) Aplica el método de los momentos para proponer un estimador A aar de A

2) Indica (sin demostrar) si A mym coincide o no con el estimador de maxima verosimilitud obtenido en el
Bloque A.
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4.1.1. Solucién

En una Poisson()) se cumple:

El primer momento muestral es la media:

Igualando momento teérico y muestral:
E(z)=A~Z = Ay =2
Ademas, en el modelo Poisson el estimador de MV también es A My = &, por lo que coinciden.

4.1.2. Resultado final

Aym =y coincide con Ay

4.2. Ejercicio 5. Uniforme U(0,0): MM vs MV

Para un activo financiero, se supone que el precio intradia z (en €) durante un intervalo corto puede modeli-
zarse como uniforme en (0, 6), donde 8 > 0 es el maximo tedrico del rango de precios en ese intervalo:

z ~ U(0,0).
Se observa una muestra (z, ..., 2, ) vy se desea estimar 6.
1{MM) Usando que, en una U(0, 8),
0
E(z) = -
=",

obtén el estimador por método de los momentos éMM.
2YMV) Razona cudl es el estimador de maxima verosimilitud 6, y exprésalo con la muestra.

4.2.1. Solucion

1) Método de los momentos (MM)

El primer momento muestral es . Igualamos:

0 0 ~

2) Maxima verosimilitud (MV)
En U(0,6), la densidad es:
1
f(z;0) = 7 0<z<o.
Para una muestra (zq,...,z,), la verosimilitud es proporcional a 1/0™, pero solo es positiva si § >

max{zy,..., T, }
Para maximizar L(6;z) conviene elegir el § mas pequeno posible compatible con los datos, es decir:

0y = max{xy, ..., 2, }.

4.2.2. Resultado final

O = 27, Oy = max{xy, ..., T, }.
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5. Bloque D. Minimos cuadrados (MC)

El criterio de minimos cuadrados (MC) elige el valor del pardmetro que hace “pequefios” los errores entre
los datos y el valor ajustado, midiendo esos errores mediante cuadrados. En su version mas simple, se trata
de aproximar un conjunto de observaciones por una constante a, escogida para minimizar la siguiente funciéon
objetivo:

n

Zm—a

=1

Este enfoque aparece de forma natural cuando se quiere resumir una variable econémica por un tnico valor
“representativo” penalizando més los errores grandes.

5.1. Ejercicio 6. MC ajustando una constante: gasto mensual tipico

Una empresa registra el gasto mensual (en €) en suministros durante n meses, obteniendo una muestra
(1,...,,). Se desea aproximar todos los meses por un unico valor constante a (gasto “tipico”) eligiendo a por
minimos cuadrados:

n
ECL’—G

=1
1) Deriva Q(a) respecto a a e impén la condicién de primer orden para un minimo.

2) Obtén el valor a que minimiza Q(a) y exprésalo en funcién de (zq,...,z,).

5.1.1. Solucién

Partimos de:
n

Zm—a

=1

Derivamos respecto a a:
n n

Q'(a) =3 2 —a)(-1)=-2) (z;—a).

i=1 =1

Imponiendo la condicién de primer orden Q' (a) = 0:

—2i(xi—a):0 = i(xi—a):o = ixi—nazo.
i=1 i1 i1

De aqui:

Q)
Il
Il

8l

n
>
i=1

(Ademés, Q" (a) = 2n > 0, por lo que se trata de un minimo.)

S|

5.1.2. Resultado final

ISH
Il
&1

6. Bloque E. Cierre comparativo
En este bloque final se resume cuando es natural aplicar cada método de estimacion segun el tipo de informacién

disponible: un modelo probabilistico (MV), momentos tedricos sencillos (MM) o un criterio de ajuste por
error cuadratico (MC). No se pide cédlculo, solo identificar el método adecuado y justificarlo brevemente.
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6.1. Ejercicio 7. Eleccién del método (sin célculo)
Para cada una de las siguientes situaciones, indica qué método de estimacién usarias (MV, MM o MC) y
justifica en 1-2 lineas.

(a) Una empresa observa n operaciones y registra x; € {0,1}, donde x; = 1 si hay impago y ; = 0 si no lo hay.
Se asume un modelo B(1, ) para cada operacién, con 7 desconocido.

(b) Un call center registra el nimero de llamadas entrantes por hora x y asume un modelo Poisson(\), con A
desconocido.

(c) Un departamento financiero quiere resumir una serie de gastos mensuales (zq,...,x, ) por un tnico valor
constante a que “represente” bien a los datos penalizando més los errores grandes.

6.1.1. Solucién

(a) MV (o MM). Hay un modelo Bernoulli/Binomial para datos 0/1 y 7 es el pardmetro del modelo; MV
construye L(m;z) y MM iguala E(x) = 7 con z. En este caso ambos llevan a 7 = z.

(b) MV o MM. Hay un modelo Poisson para conteos; MV maximiza L(A;z) y MM iguala E(z) = A con Z. En
Poisson ambos llevan a A = z.

(c) MC. No se estd planteando un modelo probabilistico explicito, sino un criterio de ajuste: elegir a para
minimizar Z?:l(xi —a)?

6.1.2. Resultado final

| () MV/MM,  (b) MV/MM, () MC. |
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