Estadistica Il - Contrastes de hipdtesis

Tema 6-7-8. Contrastes de hipotesis
Cuadernillo de ejercicios resueltos con contexto econdmico
Estadistica ll - Grado en Economia - URJC

En este documento se mantiene la notacion del curso: S” es la varianza muestral con divisor ny S, es la
cuasivarianza muestral con divisor n—1. En los contrastes sobre medias con o desconocida se trabaja con
S, y con la distribucién t de Student. Para proporciones se usa p para la proporcién muestral y 1t para la
proporcion poblacional. Como norma de trabajo, en la variable aleatoria tipificada y en los cuantiles
criticos se redondea a 2 decimales, y en las probabilidades a 4 decimales.

Version docente elaborada a partir del esquema del tema 6-7-8, adaptada a las tablas de probabilidad y
cuantiles criticos del curso.

1. Criterio de trabajo del cuadernillo

Antes de calcular conviene automatizar siempre la misma secuencia de decision. La mayoria de los
errores en contrastes no nacen de una mala cuenta, sino de identificar mal el parametro, el sentido de la
hipdtesis alternativa o el procedimiento que corresponde.

e ;Qué parametro se contrasta? Media p, media de diferencias p_D, varianza/desviacion tipica > o o,
proporcion T, diferencia de medias px—Hy, diferencia de proporciones 1,-T, o igualdad de varianzas.

e ;Hayuna muestra, dos muestras independientes o datos apareados?

e ;Qué supuestos tengo? o conocida o desconocida, normalidad, igualdad de varianzas, normalidad
aproximada de las diferencias, tamafio muestral grande o necesidad de un procedimiento exacto.

e ;Laalternativa es unilateral o bilateral?

e ;Voy adecidir con regién critica, con p-valor o con ambas herramientas?

2. Lista de contenidos del cuadernillo

Bloque Contenido Ejercicios

Formulacidon de hipétesis, p-
I valory eleccioén del 1-3
procedimiento

] Contrastes sobre una media 4-7

" Contrastes sobre una varianza o 8-9
desviacion tipica
Contrastes sobre una

v ., 10-12
proporcién
Contrastes sobre dos medias

Vv Yo 113-17

medias apareadas

Vi Contras.tes sobre dos 18-19
proporciones

Contraste de igualdad de

. 20-21
varianzas

VI

VIl Belamon entre cgntraste e 2993
intervalo de confianza
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IX

Ejercicios de integracion

24-27

3. Sintesis inicial: qué contraste usar

Caso Parametro Supuesto clave Procedimiento Distribucion bajo
Ho
Una media 3] Normglyc z N(0,1)
conocida
. Normalyo
Una media V] desconocida t t(n-1)
Una varianza c°o0 Normal X X*(n-1)
Una proporcion m Muestra grande z aproximado N(0,1)
Una proporcién 11 ]Ic_:ll;egla practica Exacto binomial Binomial B(n,Tt,)
Dos medias Hx—Hy Oy Yy Oyconocidas |z N(0,1)
Dos medias Hx—Hy ° desponomdas t combinada t(n+m-2)
pero iguales
Medias apareadas | p_D Datos t sobre diferencias | t(n-1)
emparejados;
normalidad
aproximada de las
diferencias
Dos medias Hx—Hy Muestras grandes |z aproximado N(0,1)
Dos proporciones | T,-T, Muestras grandes, z pooled N(0,1)
Hy: 1,=T1,
Iguf'aldad de 0x2=0V2 Dos poblaciones F F(n-1,m-1)
varianzas normales
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4. Ejercicios resueltos

Bloque I. Formulacion de hipétesis, p-valor y eleccion del procedimiento

Ejercicio 1. Formular Ho y H; en contexto econémico

CORE

Enunciado. Para cada situacion, escribanse la hipétesis nulay la alternativa con el sentido correcto. a)
Una cadena de supermercados afirma que el importe medio de una cesta rapida sigue siendo 18 €. Se
sospecha que ha aumentado. b) Una plataforma de reparto afirma que la proporcion de entregas tardias
no supera el 8%. Se sospecha que es mayor. ¢) Un banco quiere comprobar si la volatilidad diaria de un
fondo ha cambiado respecto del valor de referencia 1,5%. d) Dos campafas de captacion digital se
comparan para saber si generan la misma tasa de conversion.

Solucion
a) El parametro es una media p. Si se sospecha aumento, el planteamiento correcto es H,: p = 18 frente
aH;:p>18.
b) El parametro es una proporcion 1. Si la empresa quiere vigilar que la tasa tardia no se haya
disparado, el contraste es H,: t= 0,08 frente a H,: 1> 0,08.
c) El pardmetro es una variabilidad; puede expresarse como o 0 6°. Como la sospecha es de cambio, el
contraste es bilateral: Hy: 6 =1,5% frentea H,: 6 # 1,5%.
d) El paréametro es la diferencia de proporciones 1,—T,. Si se quiere contrastar igualdad, se formula H,:
M, =T, frente a H,: 1T, # 10,
Observacion. La igualdad se formula en Hy; el sentido >, < 0 # debe corresponder a la pregunta econémica real, no a una
intuicion vaga.

Ejercicio 2. Lectura correcta del p-valor

CORE

Enunciado. En un contraste bilateral sobre una media se ha obtenido p-valor =0,0321 con a =0,05.
Interprétese el resultado en lenguaje estadistico y en lenguaje econdmico. Después indiquese qué
ocurriria si se trabajase con a=0,01.

Solucion
Como p=0,0321<0,05, rechazamos H, al 5%. La muestra aporta evidencia estadisticamente
significativa de que el parametro difiere del valor planteado en H,.
En lenguaje econdémico, los datos observados son poco compatibles con la hipétesis de que el
indicador permanezca en su nivel de referencia; por tanto, hay evidencia de cambio.
Si se exigiese a =0,01, entonces p =0,0321 > 0,01 y no rechazariamos H,. El mismo resultado muestral
deja de ser suficiente bajo un criterio mas exigente.
El p-valor no es la probabilidad de que H, sea cierta; es la probabilidad, suponiendo cierta H,, de
obtener un resultado al menos tan extremo como el observado.

Observacion. No debe escribirse 'aceptamos H,'; la formulacién correcta es 'no rechazamos H,'.
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Ejercicio 3. Elegir el procedimiento adecuado

PLUS

Enunciado. Indiquese qué procedimiento corresponde en cada caso. a) Se quiere contrastar si el tiempo
medio de preparacion de pedidos ha bajado; la poblacion puede suponerse normaly ¢ es desconocida.
b) Se quiere contrastar si la desviacion tipica del rendimiento semanal de un activo es 2,1%; se asume
normalidad. c) Se quiere comparar el gasto medio de dos grupos independientes, con muestras grandes.
d) Se quiere contrastar si una tasa de impago supera el 4%, con n =18y 1, = 0,04. e) Se quiere comparar
si dos procesos tienen la misma varianza bajo normalidad. f) Se quiere contrastar si dos plataformas
presentan la misma proporcion de altas de pago con tamanos muestrales grandes.

Solucién
a) Contraste t de Student sobre una media: una muestra, normalidad y c desconocida.

b) Contraste X* sobre ¢ 0 6 una muestra y poblacién normal.
c) Contraste z aproximado para py—Hy con muestras grandes.

d) No conviene el aproximado normal para una proporcion porque nt, = 0,72 y n(1-1,) = 17,28; falla
claramente la regla practica. Procede el contraste exacto binomial.

e) Contraste F de Fisher-Snedecor para igualdad de varianzas.

f) Contraste z para dos proporciones con estimacion pooled bajo Hy: Tt, = 11,.

Observacion. Este tipo de ejercicio es decisivo porque un método mal elegido arrastra todo el desarrollo posterior.

Bloque Il. Contrastes sobre una media

Ejercicio 4. Una media con ¢ conocida

CORE

Enunciado. Una cadena de cafeterias quiere comprobar si el gasto medio por ticket en el turno de tarde
supera los 40 €. Estudios previos permiten considerar conocida la desviacion tipica poblacional,c =6 €.
En una muestra aleatoria simple de n = 36 tickets se obtiene X =42,1 €. Contrastese al 5% la hipdtesis
adecuada.

Solucion
El parametro es , el gasto medio por ticket. Como se sospecha aumento, formulamos H,: p = 40 frente
aH,:p>40.
Como o es conocida, usamos el estadistico z.
Z=(X—,)/(c/n)
Sustituyendo: z* = (42,1 - 40) / (6/+/36) = 2,10.
Con a=0,05y alternativa a derechas, el valor critico es 1,64.
Como z*=2,10 > 1,64, rechazamos H,.
También puede verse con el p-valor: p=P(Z>2,10)=1-P(Z<=2,10)=1-0,9821=0,0179.
Conclusién econémica: con un nivel de significaciéon del 5%, la muestra aporta evidencia de que el
gasto medio por ticket en el turno de tarde supera los 40 €.

Observacién. Cuando ¢ es conocida, la clave no es recordar una férmula aislada, sino justificar por qué el pivote
adecuado es Z.
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Ejercicio 5. Una media con o desconocida y contraste bilateral

CORE

Enunciado. Una empresa logistica estudia el tiempo medio de carga, en minutos, de una nueva rutina
operativa. Se supone normalidad y se observa una muestra de n = 25 operacionesconx=18.6y
cuasidesviacion tipica muestral S, = 3.2. Se quiere contrastar si el tiempo medio sigue siendo 20
minutos, frente a la posibilidad de cambio, al 5%.

Solucion
El parametro es p. El planteamiento es H,: p = 20 frente a H,: p # 20.

Como la poblacidn se supone normaly o es desconocida, usamos t de Student con n—1 grados de
libertad.

T=(X-u,)/(S,/Vn), con T~t(n-1)bajoH,
Elvalor observado es t* = (18,6 - 20) / (3,2/4/25) = -2,19.
Con a =0,05 bilateraly 24 grados de libertad, el valor critico es +2,06.
Como |t*| =2,19> 2,06, rechazamos H,.
Con las tablas disponibles basta la comparacién con el valor critico; ademas, t* queda entre 2,06y
2,49 en valor absoluto, por lo que 0,0250 < p-valor < 0,0500.

Conclusién econdmica: la muestra aporta evidencia de que el tiempo medio de carga ha cambiado
respecto de 20 minutos.

Observacién. En un contraste bilateral, a se reparte en a/2 en cada cola.

Ejercicio 6. Una media con ¢ desconocida y alternativa a izquierdas

PLUS

Enunciado. Una asesoria fiscal ha implantado una nueva interfaz de trabajo. Antes de la implantacidn, el
tiempo medio para tramitar una declaracién sencilla era 5,8 minutos. Tras el cambio se toma una
muestra de n = 16 expedientes, con x=5.4y S, = 0.8. Suponiendo normalidad, ¢hay evidencia al 5% de
que el tiempo medio se haya reducido?

Solucion
El parametro es p. Como interesa verificar reduccion, el contraste correcto es Hy: p=5,8frenteaH,: p
<5,8.
Usamos t de Student porque o es desconociday la poblacién se supone normal.
t*=(5,4-5,8)/(0,8//16) =-2,00.
Elvalor critico para a = 0,05 a izquierdas y 15 grados de libertad es -1,75.
Como t*=-2,00<-1,75, rechazamos H,.
Con estas tablas no es necesario calcular un p-valor exacto; la decision queda determinada por la
region critica.
Conclusién econdmica: con un 5% de significacién, la muestra sugiere que la nueva interfaz reduce el
tiempo medio de tramitacion.

Observacion. En un contraste unilateral hay que cuidar mucho el sentido del signo; con la misma cuenta, una alternativa
mal formulada cambia por completo la decision.
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Ejercicio 7. Una media con o conocida: p-valor y potencia

PLUS

Enunciado. Una entidad de medios de pago quiere comprobar si el importe medio de una compra
financiada supera los 50 €. Se conoce la desviacidn tipica poblacional, o = 8 €. En una muestra aleatoria
simple de n = 64 operaciones se obtiene X =52,5 €. a) Contrastese al 5% la hipdtesis adecuaday
calculese el p-valor. b) Calculese la potencia del contraste si en realidad y =53 €.

Solucion
El parametro es u. Como interesa comprobar si el importe medio supera el valor de referencia,
planteamos H,: p =50 frente a H,: p > 50.

Como o es conocida, usamos un contraste z sobre una media.
Z=(X-Ho)/ (c/Vn)

Sustituyendo: z* = (52,5 - 50) / (8/+/64) = 2,50.

Con a=0,05y alternativa a derechas, el valor critico es 1,64.
Como z* = 2,50 > 1,64, rechazamos H,.

El p-valores p=P(Z>2,50)=1-P(Z<=2,50)=1-0,9938 = 0,0062.

Conclusién econdémica: la evidencia muestral sugiere que el importe medio de las compras financiadas
supera los 50 €.

Para calcular la potencia cuando p = 53, trabajamos con la media muestral bajo esa alternativa. La region
critica es X > 50 + 1,64-(8//64) = 51,64.

Si en realidad p = 53, entonces X ~ N(53, 8/v/64). Por tanto,
Potencia=P(x>51,64 | u=53)=P(Z>-1,36)=P(Z<=1,36) =0,9131.

La potencia es, aproximadamente, 0,9131. En estas condiciones, el contraste tiene una probabilidad
cercana al 91,31% de detectar el aumento cuando el verdadero valor medio es 53 €.

Observacion. El p-valor mide compatibilidad de la muestra con H,; la potencia mide capacidad del procedimiento para
detectar una alternativa concreta.

Bloque lll. Contrastes sobre una varianza o desviacion tipica

Ejercicio 8. Contraste sobre la desviacidn tipica: aumento de variabilidad

CORE

Enunciado. Una comercializadora eléctrica controla la desviacion tipica mensual del coste unitario de
compra en el mercado mayorista. Histéricamente se considera aceptable o = 2.0 €/MWh. En una muestra
de n =20 meses se obtiene S, =2.8. Suponiendo normalidad, contrastese al 5% si la variabilidad ha
aumentado.

Solucién
El parametro es o. La hipdtesis adecuada es H,: 0=2,0 frentea H,: 6 > 2,0.

Bajo normalidad, el contraste se formula mediante x°.
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x?=(n-1) S,z/aoz, con x’~x?%n-1) bajo H,
Elvalor observado es X°* = (19-2,87%) / 2,0° = 37,24.
Cona=0,05y 19 grados de libertad, el punto critico superior es 30,14.
Como xz* = 37,24 > 30,14, rechazamos H,.

Con estas tablas no se necesita un p-valor exacto para resolver el gjercicio; la decision se obtiene por
comparacioén con el valor critico.

Conclusién econdmica: la dispersion del coste unitario parece haberse incrementado de forma
significativa respecto del estandar historico.

Observacion. En estos ejercicios no basta con decir 'ha subido S,'; hay que valorar si la subida observada es o no
compatible con la variacion muestral esperable bajo H,.

Ejercicio 9. Contraste bilateral sobre la variabilidad

PLUS

Enunciado. Una fintech sigue la desviacion tipica diaria del retorno de una cartera automatizada. El valor
de referencia es 0 = 1.2%. Con una muestra de n = 15 dias se obtiene S, = 1.7%. Suponiendo normalidad,
contrastese al 5% si la variabilidad ha cambiado.

Solucion
El planteamiento bilaterales H,: 6 =1,2frenteaH,: 0 # 1,2.

El estadistico observado es X** = (14-1,7%)/1,2% = 28,10.
Con 14 grados de libertad y a = 0,05 bilateral, la regién de no rechazo queda entre 5,63y 26,12.
Como xz* = 28,10 cae fuera de ese intervalo, rechazamos H,.

Con las tablas X puede verse ademés que el estadistico cae por encima del critico superior del 2,5%,
asi que la decision es clara al 5% bilateral.

Conclusién econémica: los datos apuntan a un cambio significativo en la variabilidad de la cartera
respecto del valor de referencia.

Observacién. En un contraste bilateral sobre 6 0 62, la distribucion )(2 no es simétrica; por eso conviene escribir con
claridad la region de no rechazo antes de decidir.

Bloque IV. Contrastes sobre una proporcion

Ejercicio 10. Una proporcion con aproximacion normal

CORE

Enunciado. Una plataforma de comercio electrénico afirma que al menos el 72% de los pedidos se
entrega en menos de 24 horas. En una muestra aleatoria de n = 250 pedidos, 193 llegaron a tiempo.
Contrastese al 5% si la proporcion real supera el 72%.

Solucion
El parametro es 1. Se formula Hy,: 1= 0,72 frentea H,: t>0,72.

La proporcién muestral es p = 193/250 = 0,7720.

Comprobamos la regla practica bajo H,: nit, = 180,0 y n(1-1,) = 70,0; ambos valores superan 10, asi
que la aproximaciéon normal es razonable.

Z=(p- ITO)/\[[ITO(7—TT0)/H]

El valor observado es z*=1,83.
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Con a=0,05aderechas, z,,45 = 1,64.

Como z*=1,83 > 1,64, rechazamos H,.

Si se desea, también puede calcularse el p-valor: p=P(Z>1,83)=1-P(Z<=1,83)=1-0,9664 = 0,0336.
Conclusién econdmica: la muestra proporciona evidencia de que la proporcién de entregas en 24
horas supera el 72%.

Observacion. En contrastes de una proporcion, el denominador del estadistico se construye con 1, no con p.

Ejercicio 11. Una proporcion con muestra grande: p-valor y potencia

PLUS

Enunciado. Una aseguradora analiza si la proporcidn de pdlizas contratadas integramente por via digital
supera el 40%. En una muestra aleatoria de n = 400 nuevas pélizas, 178 se contrataron por via digital. a)
Contrastese al 5% la hip6tesis adecuada y calculese el p-valor. b) Calculese la potencia del contraste si
en realidad t=0,46.

Solucion
El parametro es 1t. Si se quiere comprobar si la contratacion digital supera el 40%, se formula H,: t= 0,40
frente a H,: > 0,40.

La proporcién muestral es p = 178/400 = 0,4450.

La regla practica se cumple bajo H,, ya que n1t, = 160y n(1-11,) = 240. Por tanto, procede el contraste z
aproximado para una proporcion.

Z=(p-T,) /VIm,(1-1p)/n]

Elvalor observado es z* = 1,84.

Con a=0,05 a derechas, el valor critico es z,,o5 = 1,64.

Como z* =1,84 > 1,64, rechazamos H,.

El p-valoresp=P(Z>1,84)=1-P(Z<=1,84)=1-0,9671=0,0329.

Conclusién econdmica: la muestra aporta evidencia de que la proporcidn de contratacion digital supera
el 40%.

p > 0,40 + 1,64-/(0,24/400) = 0,4402.

Si en realidad t = 0,46, aproximamos p mediante una normal de media 0,46 y desviacion tipica
V[0,46-0,54/400]. Entonces,

Potencia =P(p > 0,4402 | mt=0,46) = P(Z>-0,80) = P(Z<=0,80) =0,7881.

La potencia es aproximadamente 0,7881. En estas condiciones, el procedimiento detectaria una
proporcién real del 46% en torno al 78,81% de las veces.

Observacion. En proporciones, la region critica se fija con 1y, mientras que la potencia se evalla bajo una alternativa
concreta ,.
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Ejercicio 12. Contraste exacto binomial

PLUS

Enunciado. Un banco digital evalua si la proporcion de clientes que activan un nuevo sistema antifraude
supera el 60%. En una muestra piloto de n = 12 clientes, 10 lo activan. Dado el tamafio muestral,
contrastese al 5% la hipétesis Hy: = 0,60 frente a H,: 1> 0,60.

Solucién
La regla practica no es convincente para usar la aproximacién normal con seguridad en una muestra
tan pequenfa; procede el contraste exacto binomial.

Bajo H,, el nimero X de activaciones sigue una B(12, 0,60).

Como la alternativa es a derechas, el p-valor exacto es P(X = 10) bajo H,,.
Calculando la cola superior, p=P(X= 10) = 0,0834.

Como p =0,0834> 0,05, no rechazamos H,.

Conclusién econdmica: aunque la proporcidon observada es alta, la evidencia muestral alin no es
suficiente para afirmar al 5% que mas del 60% activan el sistema.

Observacion. El contraste exacto binomial no se introduce por capricho: aparece cuando la aproximacién normal deja de
ser fiable.

Bloque V. Contrastes sobre dos medias y medias apareadas

Ejercicio 13. Dos medias con desviaciones tipicas conocidas

CORE

Enunciado. Dos formatos de tienda se comparan para estudiar el gasto medio por compra. En el formato
A se observa una muestra de n = 40 tickets con media 15.2; en el formato B, una muestra de m =50
tickets con media 14.1. Se conocen las desviaciones tipicas poblacionales: 6, =2.4y oy = 2.0.
Contrastese al 5% si el gasto medio del formato A supera al del formato B.

Solucion
El parametro es px—py. La hipdtesis es Hy: px—py =0 frente a H,: px—py > 0.

Como ambas desviaciones tipicas poblacionales son conocidas, procede un contraste z para dos
medias independientes.

Z=[(x-y)-0]/V(oy7/n + ay’/m)
El valor observado es z* =2,32.
Con a=0,05 a derechas, el valor critico es 1,64.
Como z* = 2,32 > 1,64, rechazamos H,.

También aqui puede calcularse el p-valor con la tabla normal: p=P(Z2>2,32)=1-P(Z<=2,32)=1 -
0,9898 =0,0102.

Conclusién econdmica: la evidencia apunta a que el formato A genera un gasto medio por compra
superior al del formato B.

Observacién. La independencia entre muestras y el conocimiento de oy y oy son las dos claves de este procedimiento.
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Ejercicio 14. Dos medias con varianzas desconocidas pero iguales

CORE

Enunciado. Una empresa compara la facturacion media diaria, en miles de euros, de dos equipos
comerciales. Se consideran razonables la normalidad y la igualdad de varianzas. Para el equipo A se tiene
n=18,x=72yS,x=6; paraelequipoB, m=16,y=68y S,y=5. Contrastese al 5% si las medias difieren.

Solucion
El parametro es py—py. La formulacion es Hy: px—py = 0 frente a H,: px—py # 0.

Como oy y oy son desconocidas pero se asumen iguales, usamos t combinada con varianza agrupada.
S p%=[(n-1)S,°+(m-1)S,,°]/ (n+m-2)
S_p®=30,84vy, portanto, S_p = 5,55.
T=[(X-y)-0]/[S_p(1/n+1/m)]
Elvalor observado es t* =2,10 con 32 grados de libertad.
Elvalor critico bilateral al 5% es +2,04.
Como |t*| =2,10> 2,04, rechazamos H,.
Ademas, como t* queda entre 2,04y 2,45 en valor absoluto, puede situarse el p-valor en el intervalo
0,0250 < p < 0,0500.
Conclusién econdmica: existe evidencia de que los equipos presentan facturaciones medias diarias
distintas.

Observacién. Cuando se trabaja con t combinada, conviene mostrar explicitamente el calculo de la varianza agrupada.

Ejercicio 15. Medias apareadas: contraste t sobre la media de las diferencias

CORE

Enunciado. Una cadena minorista quiere comprobar si un nuevo sistema de reposicion reduce el nimero
medio semanal de horas de rotura de stock. En 10 establecimientos se mide la misma tienda antes y
después de implantar el sistema. Se define D = horas antes — horas después. En la muestra se obtiene n =
10,D=1,8y S,p = 2,4 horas. Suponiendo normalidad aproximada de las diferencias, contrastese con a =
0,05 si el nuevo sistema reduce el tiempo medio de rotura de stock.

Solucion
El parametro relevante no es px—ly para dos muestras independientes, sino pp, la media poblacional de
las diferencias antes—después.

Como una mejora implica D >0, se formula Hy: po =0 frenteaH,: pp>0.

Al tratarse de datos apareados y 6_D desconocida, usamos un contraste t de Student sobre la muestra
de diferencias.

T=(D-up,0)/(S;p/vn), con T~t(n-1)bajoH,

Elvalor observado es t* = 1,8/ (2,4/v/10) = 2,37.

Con a=0,05a derechasy 9 grados de libertad, el valor critico es 1,83.
Como t*=2,37> 1,83, rechazamos H,.

Con estas tablas no hace falta calcular un p-valor exacto; basta la comparacién con el valor critico.
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Conclusién econdmica: con un nivel de significacion del 5%, la muestra aporta evidencia de que el nuevo
sistema reduce el tiempo medio semanal de rotura de stock.

Observacion. La clave didactica es transformar el problema en una sola muestra de diferencias. Si se
tratase como dos muestras independientes, se perderia la informacién del emparejamientoy el
procedimiento seria incorrecto.

Ejercicio 16. Dos medias con muestras grandes

PLUS

Enunciado. Dos plataformas de suscripcion quieren comparar el tiempo medio mensual de
permanencia, en meses, de sus usuarios premium. En la plataforma A se observan=80,x=31.4,S,x =
8.5; en la plataforma B, m =75,y =33.1, S,y = 7.9. Con tamafos muestrales grandes, contrastese al 10%
si la permanencia media en A es menor que en B.

Solucion
El parametro es px—py. El planteamiento es H,: px—py = 0 frente a H,: px—py < 0.

Al tratarse de dos muestras grandes, puede emplearse la aproximaciéon normal usando las
cuasidesviaciones tipicas muestrales.
Z=[(%x-y) - 0]/ V(S;x/n +S,;y%/m)
El valor observado es z* =-1,29.
Con a=0,10 aizquierdas, el valor critico es -1,28.
Como z* =-1,29 < -1,28, rechazamos H,.
El p-valor aproximadoes p=P(Z<-1,29)=1-P(Z<=1,29)=1-0,9015 =0,0985.
Conclusién econdmica: al 10% de significacion, la plataforma A muestra una permanencia media
inferior a la de la plataforma B.

Observacion. En este caso la asimetria del planteamiento importa: la pregunta no es si difieren, sino si A queda por debajo
de B.

Ejercicio 17. Elegir bien entre los casos de dos medias

PLUS

Enunciado. Clasifiquense correctamente los siguientes tres escenarios. No es necesario realizar
calculos numéricos; si justificar en una frase el procedimiento. a) Dos muestras independientes,
normalidad, oy y oy conocidas. b) Dos muestras independientes, normalidad, c desconocidas y se asume
igualdad de varianzas. c) Dos muestras independientes grandes, sin necesidad de suponer normalidad
estricta.

Solucion
a) Corresponde un contraste z para pUy—py con desviaciones tipicas poblacionales conocidas.

b) Corresponde un contraste t para px—Hy con varianza agrupada y n+m-2 grados de libertad.
c) Corresponde un contraste z aproximado de grandes muestras para py—Hy.

La decisién no depende de gustos formales, sino del tipo de informacion disponible sobre la dispersion
y del tamano muestral.

Observacion. En este bloque conviene distinguir con precisién entre 'c conocida', 'oc desconocida e igual' y 'muestras
grandes'.
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Bloque VI. Contrastes sobre dos proporciones

Ejercicio 18. Dos proporciones: diferencia bilateral

CORE

Enunciado. Dos versiones de una pagina de pago se comparan en una prueba A/B. En la version A
convierten 54 de 300 usuarios; en la version B, 34 de 280. Contrastese al 5% si las tasas de conversion
difieren.

Solucién
El parametro es 1, -T,. La hipotesis es Hy: 1, =1, frente a Hy: m, # 11,
Las proporciones muestrales son p, =0,1800y p, =0,1214.
Bajo H, se usa la estimacion pooled: p = (54+34)/(300+280) = 0,1517.
Z=(p, = ps) /N[ p(1-p)(1/n, + 1/n,) ]
“Como el valor exacto del estadistico es z*x~1,9648, al redondear a dos decimales queda en el umbral
1,96. Siguiendo la regla habitual |zx|=z_critico, se rechaza HO.”
Elvalor observado es z* = 1,96.
Con a =0,05 bilateral, el valor critico es +1,96.

Como |z*] =1,96 = 1,96, el resultado queda justo en el umbral; tomando la regla habitual |z*| 2 z critico,
rechazamos H,.

El p-valor aproximado es p=2-P(Z>1,96)=2:[1 - P(Z<=1,96)] = 2-(1 - 0,9750) = 0,0500.

Conclusién econdmica: las dos versiones de la pagina presentan tasas de conversién
significativamente distintas.

Observacion. En el contraste de igualdad de proporciones, el pooled se calcula bajo Hy: 1T, = T1,.

Ejercicio 19. Dos proporciones: superioridad de una campana

PLUS

Enunciado. Una empresa compara dos campanfas de captacion. En la campafa 1 se consiguen 246 altas
de pago entre 420 impactos Utiles; en la campana 2, 212 altas entre 400 impactos. Contrastese al 5% si
la campana 1 tiene una tasa de alta superior.

Solucién
El parametro es ,-T,. Se plantea H,: 1, =1, frente a H,: , > 11,.
Las proporciones observadas son p, =0,5857y p, =0,5300.
La proporcion pooled es p = 0,5585.
El estadistico observado es z* = 1,61.
Con a=0,05 a derechas, el valor critico es 1,64.
Como z* =1,61< 1,64, no rechazamos H,.
El p-valor aproximadoesp=P(Z>1,61)=1-P(Z<=1,61)=1-0,9463 =0,0537.
Conclusién econdmica: la evidencia empirica no es suficiente, al 5%, para afirmar que la campana 1
obtiene una tasa de alta superior a la campafa 2.

Observacion. La diferencia relevante no es solo estadistica: debe expresarse también en términos del mejor rendimiento
de la campanfa.
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Bloque VII. Contraste de igualdad de varianzas

Ejercicio 20. Igualdad de varianzas: contraste bilateral

CORE

Enunciado. Se comparan dos lineas de produccion para estudiar la estabilidad del peso neto de un
producto. Bajo normalidad, una muestra de la linea Ada S,x =4,1 con n =14,y una muestra de la linea B
da S,y=2,9 con m=12. Contrastese al 10% si las varianzas difieren.

Solucion
La hipotesis es H,: Oy = 0y2 frente a H;: O # Gyz.
Tomamos en el numerador la cuasivarianza mayor para trabajar con la cola superiorde la F.
F=S,°/S,/°
El valor observado es F* =2,00.
Con a=0,10 bilateraly grados de libertad (13, 11), la regién de no rechazo queda entre 0,38y 2,76.
Como F* = 2,00 pertenece a ese intervalo, no rechazamos H,.
Conclusién econdémica: la evidencia disponible no permite afirmar que las dos lineas presenten
varianzas distintas.

Observacion. En F es muy recomendable escribir los grados de libertad y aclarar qué muestra queda en el numerador.

Ejercicio 21. Igualdad de varianzas: alternativa a derechas

PLUS

Enunciado. Dos métodos de tasacién automatizada se comparan por su estabilidad. Del método A se
obtiene S,, = 3.6 con n =20; del método B, S,z =2.4 con m = 18. Suponiendo normalidad, contrastese al
5% si el método A es mas variable que el B.

Solucion
La hipétesis adecuada es H,: 0,° = 05 > frente aH,: 0,° > 05 °.
F=S,./58"
El valor observado es F* =2,25.
Con a=0,05 aderechas y grados de libertad (19, 17), el valor critico es 2,24.
Como F*=2,25> 2,24, rechazamos H,.
Con las tablas F del curso no es necesario calcular un p-valor exacto; la decision se obtiene
comparando con el valor critico.
Conclusién econdmica: el método A presenta una variabilidad significativamente mayor que el método
B.

Observacion. La alternativa unilateral sobre varianzas aparece menos veces en clase, pero exige el mismo cuidado con el
sentido del contraste.
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Bloque VIII. Relacidn entre contraste e intervalo de confianza

Ejercicio 22. Contraste bilateral e intervalo de confianza con ¢ conocida

CORE

Enunciado. El gasto medio mensual en publicidad de un grupo de pymes se quiere comparar con el valor
histérico p, = 100 miles de euros. Se conoce o = 12y, con una muestra de n = 64 empresas, se observa x =
102. Resuélvase el contraste bilateral al 5% y verifiqguese la decision mediante el intervalo de confianza
del 95%.

Solucion
El contraste es H,: p =100 frente a H,: p # 100.

El estadistico observado es z* = 1,33.
Como |z*| =1,33 < 1,96, no rechazamos H, al 5%.
Construimos ahora el intervalo de confianza bilateral del 95% para p con o conocida.
ICo5% (L) =X % Zy,575 - 0/VN
Elintervalo es [99,06 ; 104,94].
Como 100 pertenece al intervalo, la decisidn coincide con la del contraste bilateral: no rechazamos H,,.

Conclusién econdmica: el gasto medio mensual sigue siendo compatible con el valor histérico de 100
miles de euros.

Observacion. La equivalencia directa entre contraste bilateral e intervalo de confianza se usa mucho como comprobacioén
rapida.

Ejercicio 23. Contraste bilateral e intervalo de confianza con t

PLUS

Enunciado. Un servicio de atencidn al cliente analiza si el tiempo medio de resolucién sigue siendo 7
horas. Con una muestra de n = 20 incidencias se obtiene X=7.8y S, = 1.5. Suponiendo normalidad,
resuélvase el contraste bilateral al 5% y comparese con el intervalo de confianza del 95%.

Solucion
SeplanteaHy:p=7frenteaH;:p#7.

El estadistico t observado es 2,39 con 19 grados de libertad.
Como |t*| =2,39> 2,09, rechazamos H,.
No hace falta un p-valor exacto: con 19 grados de libertad, 2,09 < |t*| < 2,86 implica 0,0100<p <
0,0500.
Calculamos ahora elintervalo de confianza del 95% para p usando t de Student.
ICo5%(1) =X £ ty,0,5;n=1 - S,/
Elintervalo es[7,10; 8,50].
Como 7 no pertenece al intervalo, la decision es coherente con el contraste bilateral: rechazamos H,,.

Conclusién econdmica: la muestra ofrece evidencia de que el tiempo medio de resolucion ha
cambiadoy, en concreto, se sitla por encima de 7 horas.

Observacion. La relacion contraste-intervalo funciona especialmente bien para ordenar ideas cuando el ejercicio mezcla
decision e interpretacion.
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Bloque IX. Ejercicios de integracion

Ejercicio 24. Decidir si procede un exacto binomial

PLUS

Enunciado. Una aseguradora quiere saber si la proporcidn de clientes que aceptan una nueva clausula
digital supera el 75%. En una muestra de n = 18 clientes, 16 la aceptan. Decidase primero si procede el
contraste normal aproximado y resuélvase después el problema con el método correcto al 5%.

Solucién
El parametro es ty el planteamiento natural es H,: m=0,75 frente a H,: 1> 0,75.

Antes de elegir el procedimiento, comprobamos la regla practica bajo Hy: nty = 13,5y n(1-1,) = 4,5.
Como n(1-1,) no alcanza 10, no conviene usar la aproximacién normal.

Procede el contraste exacto binomial, con X~ B(18, 0,75) bajo H,.

El p-valor exacto es P(X= 16) = 0,1353.

Como 0,1353 > 0,05, no rechazamos H,.

Conclusién econdmica: la muestra es favorable, pero todavia no permite asegurar al 5% que la
aceptacion supere el 75%.

Observacion. La secuencia correcta es: primero validar si el aproximado es razonable; solo después calcular.

Ejercicio 25. Seleccion y resolucién de un contraste sobre una media

PLUS

Enunciado. Una empresa de paqueteria quiere verificar si un nuevo algoritmo de rutas eleva el numero
medio de entregas por repartidor y jornada por encima de 10,5. Se dispone de una muestra aleatoriade n
=22 jornadas con x=11.3y S, =1.9. La distribucién del indicador puede considerarse normal.
Resuélvase al 5%.

Solucién
El parametro es p. La formulacién adecuada es H,: p= 10,5 frente a H,: p > 10,5.

Como hay una sola muestra, normalidad y o desconocida, corresponde un contraste t de Student.
Elvalor observado es t* =1,97.

Elvalor critico a derechas con a= 0,05y 21 grados de libertad es 1,72.

Como t*=1,97 > 1,72, rechazamos H,.

No hace falta un p-valor exacto; como 1,72 <t* < 2,08, puede situarse 0,0250 < p < 0,0500.

Conclusién econdmica: la evidencia indica que el nuevo algoritmo eleva el promedio de entregas por
jornada por encima de 10,5.

Observacion. Este ejercicio obliga a encadenar bien las decisiones: una muestra, media, o desconocida, normalidad y
alternativa a derechas.
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Ejercicio 26. Dos medias con interpretacion de signo

PLUS

Enunciado. Dos operadores telefdnicos se comparan por el tiempo medio, en euros por cliente y mes, de
gasto adicional en servicios premium. Para el operador A se observan =22, X = 44,8, S, =5,4; para el
operador B, m=20,y=47,1, S,y=5,1. Suponiendo normalidad e igualdad de varianzas, contrastese al 5%
si el gasto medio adicional en A es inferior al de B.

Solucién
El pardmetro es px—py. La formulacion correcta es H: px—Hy = 0 frente a H,: px—py < 0.

La desviacion agrupada es S_p = 5,26.

El estadistico observado es t* = -1,42 con 40 grados de libertad.

Elvalor critico a izquierdas es -1,68.

Como t*=-1,42>-1,68, no rechazamos H,.

Con estas tablas no es necesario calcular un p-valor exacto; la muestra no aporta evidencia suficiente
al 5%.

Conclusién econdmica: la muestra no proporciona evidencia suficiente de que el gasto medio
adicional en el operador A sea inferior al del operador B.

Observacion. Cuando la alternativa es py—py < 0, el signo del estadistico debe leerse con mucha atencién.

Ejercicio 27. Clasificacion integral de la casuistica del tema

PLUS

Enunciado. Para cada uno de los apartados siguientes, identifiquese el parametro, la hipotesis
alternativa y el procedimiento correcto. No se piden cuentas numéricas, pero si una justificacion breve.
a) Un fondo quiere saber si la desviacion tipica de su rentabilidad diaria ha disminuido respecto del 1,8%
bajo normalidad. b) Dos comercios comparan la proporcidn de devoluciones con muestras de 500y 520
ventas. c) Un departamento analiza si el nimero medio de reclamaciones por dia ha cambiado respecto
del histérico, con una muestra de 28 dias, normalidad y o desconocida. d) Una startup compara el
tiempo medio de conversion de dos embudos independientes con n =90y m =95 observaciones.

Solucion
a) Parametro: o. Alternativa: H,: 0 <1,8%. Procedimiento: X’ unilateral a izquierdas, porque se
contrasta la variabilidad de una poblacién normal.
b) Pardametro: m,-T,. Alternativa: H,: 1, # 1, si se habla de comparar, o unilateral si se habla de
superioridad. Procedimiento: z para dos proporciones con pooled bajo H,, ya que las muestras son
grandes.
c) Parametro: p. Alternativa: H,: p # p,, porque se pregunta si ha cambiado. Procedimiento: t de
Student para una media con ¢ desconocida.
d) Parametro: py—py. La alternativa depende del problema concreto; si solo se pregunta si difieren, seria
bilateral. Procedimiento: z aproximado para dos medias con muestras grandes.
Este ejercicio resume el mapa de decisidon final del tema: parametro, nimero de muestras, supuestosy
sentido de la alternativa.

Observacion. La clasificacién correcta de los casos es la mejor comprobacién de que el alumno domina la casuistica
completa.
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5. Errores frecuentes que conviene evitar

e Escribir'aceptamos H,' en lugar de 'no rechazamos H,,'.

e Formular mal la alternativay, por tanto, leer la cola equivocada.

e Usarzcuando enrealidad corresponde t porque ¢ es desconocida.

e Olvidar comprobar la regla practica en contrastes sobre proporciones.

e Emplear p eneldenominador del contraste de una proporcidon cuando debe usarse T,

e Confundir bilateral con unilateral al repartir a.

e Olvidar los grados de libertad en x°, ty F.

e Redactar la conclusion sin el sentido econdmico del problema ni las unidades correspondientes.

6. Bibliografia recomendada
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