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Tema 1 - Objetivo

Al terminar este tema podras: Como leer estas etiquetas

* Comprender qué es una muestra aleatoria

simple (m.a.s) y distinguir parametro vs
estadistico vs estimador.

Uso del m.a.s para la definicion de un
estadistico T(X) y entender su distribucidn en el
muestreo. Obtener E(x) y V(X) (y otros
momentos) con reglas generales.

Preparar la logica de los pivotes que se usaran
en intervalos de confianza y contrastes en
temas posteriores.

CORE: ideas y procedimientos que sostienen el curso
entero y que se practican de forma recurrente.

PLUS: material para profundizar o reforzar intuicion;
ayuda a consolidar.

ANEXO: material de referencia/consulta.

y ~
u £ 2
[ A Y
. il

Universidad T
Rey Juan Carlos A
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Tema 1l - Esquema

Qué vamos a construir paso a paso:

1.

Conceptos basicos: Poblacion, variable,
parametro, muestra, estadistico.

Muestreo: Qué significa tomar una muestra y
tipos de muestreo.

Funcion de Distribucion Conjuntay
verosimilitud: Dos lecturas de la misma
expresion: datos vs parametro.

Motor de calculo: Como obtener esperanza 'y
varianza de estadisticos con reglas simples.

Distribuciones clave: Media, varianza y
proporciones: qué distribuciones apareceny
por qué.

CORE

Distribucion de estadisticos en el muestreo

* N(u,0) siendo o conocida
e Distribucion de x
e Distribucién de S% y S#
* Distribucionde x -y
* N(u,0) siendo o desconocida
e Distribucion de x
* Distribucionde x -y
 B(1,m)
* Distribucion de p
* Distribucion de p; - p5
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Breviario

e X:Y :variables aleatorias muestrales.

e &;m;y: variables aleatorias poblacionales.

e X;:variable aleatoria muestral que “genera” el dato i-ésimo de la muestra (X = (x4, ..., X,)).

e m.a.s.(n): muestra aleatoria simple de tamafio n.

e V.a.i.i.d.: “variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas”.

e 0 :parametro.

e T(X): estadistico.

o O(xq,..,%x,) = 0*(x4, ..., X,): estimador.

e u: media poblacional; a: desviacién tipica poblacional; a?: varianza poblacional; 7= proporcién
poblacional.

e X: media muestral (promedio de los x;); $%: varianza muestral (divisor n) ; S%: cuasi-varianza muestral
(divisor n — 1); p: proporcién muestral.

e SD(:): desviacion tipica de ... por ejemplo, SD ()

e 1:independencia estocastica (dos variables aleatorias Ay B son independientes si conocer una no
cambia la distribucion de la otra).
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¢Qué vamos a aprender?

Inferencia Estadistica

Poblacion Muestra

Muestreo
Aleatorio Simple
(Tamano n)

Estimadores

v :
O - Estimador Muestral :
Z - 'Media Muestral :
P - Proporciéon Muestral i
= |

.Ll - Media Poblacional
(o) 2_ Varianza Poblacional

!
)
|
)
|
|
TT - Proporcion Poblacional :
6 - Parametro Poblacional )

—

Contrastes de Hipotesis

e |
Ho: M = Mo q léﬂ Ho: F(x) = G(x) 4%;
Hi: U # Mo Hi: F(x) # G(x)
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1. Conceptos basicos
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1. Conceptos basicos

Definiciones: Poblacion - muestra - estadistico - parametro - fuentes de datos - variable

Fuentes de datos e Fuentes de datos: Conjuntos de registros/mediciones de donde
| = obtenemos observaciones (p. €j., encuestas, registros administrativos, Eurostat/INE,

datos internos de empresa).

e Poblacion (&) : Conjunto total de unidades sobre el que queremos
,0;41 concluir (personas, empresas, transacciones...) definido por un criterio claro

(dmbito, lugar, periodo).

Parametro

e Parametro (@) : Numero fijo (constante) que caracteriza a la
poblacidn respecto a la variable y que puede ser desconocido (media,

oy

varianza o proporcion poblacional).
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1. Conceptos basicos

Definiciones: Poblacion - muestra - estadistico - parametro - fuentes de datos - variable

Variable Variable: Caracteristica medible de cada unidad de la poblacidn (salario,
~_ull gasto, tasa de morosidad, “renueva si/no”...).

/o ='Y' Muestra: Subconjunto de unidades de la poblacion en |la que que si se
puede observar la variable (los datos que tenemos).

Estadistico: cualquier funcion calculada a partir de las variables
muestrales (cualquier funcion de x4, x5, ... X,).

Estadistico

Estimador: estadistico adecuado que resume bien la informacion
"L:/)J \ . . ’ . . .
»~/ muestral o sirve para estimar un parametro (media, varianza, cuasi-

varianza, proporcion).

Media: |

Estimacion: valor numérico del estadistico para una muestra concreta.
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1. Conceptos basicos

Contexto - objeto estadistico

f Poblacion A Muestra A Estimador\ (Estimacién\
(variable, > | representativa > | (variable ) (datos
\parémetro)J (mas) ) aIeatoria)J \observados)J

Idea clave

Antes de calcular nada, siempre fijamos:

(1) qué poblacion estamos describiendo,

(2) cdmo seleccionamos la muestray

(3) qué parametro representa alguna caracteristica desconocida de

esa poblacion.
En este tema estudiaremos cdmo varia ese parametro cuando repetimos
el muestreo (su distribucion en el muestreo).

Nt Ejercicio rapido: da un ejemplo de poblacion y de muestra en un contexto
Estadistico economico.
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Ejercicios rapidos 1

Contexto - objeto estadistico

item 1 (continuo)
En una region, queremos estudiar el gasto mensual en alimentacion de los
hogares.
Identifica: poblacion - variable - parametro de interés - muestra - un estadistico
util.

item 1 (ejemplo de respuesta)
Poblacidn: hogares de la region en el periodo definido.
Variable: gasto mensual en alimentacion (euros/mes).
Parametro: media poblacional u (y/o varianza o).
Muestra: n hogares observados.
Estadistico: media muestral X (y/o varianza muestral S2).

Cartera de clientes
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Ejercicios rapidos 1

Traduccidon de contexto econdmico a objetos estadisticos

item 2 (binario)
En una cartera de clientes, medimos si renuevan su suscripcion (si/no).
Identifica: poblacion - variable - parametro de interés - muestra - un
estadistico util.

item 2 (ejemplo de respuesta)
Poblacidn: clientes de la cartera en el periodo definido.
Variable: renovacién (1 si renueva, 0 si no).
Parametro: proporcion poblacional .
Muestra: n clientes observados.
Estadistico: proporcion muestral p.

————ni .
Clientes =

2 o

Sugerencia: respuestas en 30-45 segundos por item (en voz alta o por parejas).
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Seccion 2. Conceptos basicos de
muestreo
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2.1 Muestreo: éPor qué necesitamos extraccion aleatoria?

Muestreo aleatorio

Muestreo opinatico

Idea clave
Sin aleatoriedad podemos obtener numeros, pero sin garantia
inferencial (capacidad de generalizar a la poblacién).
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Muestreo no aleatorio
(opinatico/conveniencia)

Seleccion por conveniencia o juicio
Riesgo de sesgo sistematico

La incertidumbre no se puede
cuantificar bien

Muestreo aleatorio simple
(m.a.s.)

Mecanismo aleatorio de seleccion
Reduce sesgos de seleccion
Permite cuantificar la
incertidumbre
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2.2 Muestro aleatorio simple: m.a.s (n)

Muestreo aleatorio

Definicion
Seleccionamos n unidades de la poblacion
de forma aleatoria (con reemplazamiento).
La extraccion de una unidad no altera la
forma de extraccion de las demas
(probabilidades de seleccion constantes).

¢Qué haremos con esto?
A partir de aqui obtenemos estadisticos muestrales
como funciones de variables aleatorias extraidas de
la poblacion.
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] . )
2.3 Muestreo: Qué garantiza un m.a.s. (tamaio n)

El m.a.s.(n) garantiza
1. Xx; son idénticamente distribuidas como la variable poblacional: x;~¢
2. x; se distribuye como &: misma funcion de probabilidad/densidad
3. x; 1 x; Vi # j: independencia. La seleccion de una unidad no condiciona las demas:

las probabilidades de seleccion se mantienen constantes

Consecuencias inmediatas

Denotamos ...
° E(Xi) =E (g) —Hu & es variable aleatoria poblacional
o V(Xi) — V(g) — 0'2 X es muestra: vector de observaciones muestral
x; es variable aleatoria muestral
vaiid: Variables Aleatorias Independientes e
Idénticamente Distribuidas (como la poblacién)

P ULUN K
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Ejercicios rapidos 2

Por qué importa la extraccion aleatoria (sin tecnicismos)

B _ item 1

. | :

fl ENCUESTADEEMPLEO || f ¢ CSA Encuesta de empleo realizada solo a personas

} 2 ‘ disponibles a las 12:00 en un campus
universitario.

Pregunta: équé problema puede introducir este
procedimiento al describir la poblacion

objetivo? -/
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Ejercicios rapidos 2

Por qué importa la extraccion aleatoria (sin tecnicismos)

’ item 1

Encuesta de empleo realizada solo a personas
disponibles a las 12:00 en un campus universitario.
Pregunta: ¢qué problema puede introducir este

procedimiento al describir la poblacion objetivo?

item 1 (idea clave)
Riesgo de sesgo de seleccion: la muestra puede no
representar a la poblacion objetivo.
El resultado puede describir bien al campus a las
12:00... pero no a la poblacion que interesa.

Piensa en: representatividad y posibilidad de medir. incertidumbre
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Respuestas 2

Extraccion aleatoria

Q)
?
L ——

Item 2

Queremos estimar una proporcion poblacional con
una muestra extraida por un mecanismo aleatorio.
Pregunta: {qué ventaja practica nos da |la

aleatoriedad cuando interpretamos el resultado?
N

ENCUESTA DE EMPLEO || &
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Respuestas 2

Extraccion aleatoria

Q
F ) orero UN O item 2
=Y | Queremos estimar una proporcion poblacional con
una muestra extraida por un mecanismo aleatorio.
Pregunta: {qué ventaja practica nos da |la
aleatoriedad cuando interpretamos el resultado?

item 2 (idea clave)
La aleatoriedad permite trabajar con un modelo
probabilistico: podemos cuantificar la
incertidumbre y construir intervalos/contrastes mas
adelante.
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Seccion 3. Distribucion muestral
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3.1 Modelo probabilistico vs verosimilitud

Poblacién

Comportamiento
esperado

§ (O

Distribucion de
probabilidad

g(x|0)

Permite pasar de la informacion
poblacional al comportamiento
esperado de la muestra

Funcidn de probabilidad
Describe el comportamiento de la variable de la poblacion. Es el
modelo que genera la muestra.

f(X|0);P(X]|0);0 esunparametro fijo; x es el
argumento de la funcion

Funcion de verosimilitud

P Misma expresion, distinto rol: 8 es el argumento de la
e funcién; x es un dato fijo.
/ Lo =

[, %3, x0)6) |

L(6;X) = F(X]0); L(O; X1y %) = F(X1) s X | 6)

Permite estimar cuales son
los parametros de los que procede
la muestra
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3.1 Ejemplo: B(1, ) (Bernoulli)

Funcién de probabilidad (modelo) Para fijar ideas
Poblacidon: cada compra es “éxito” si supera 50€
x;~B(1,m), mn=P(&=1) * Funcién de probabilidad
f(x|0) =P(x =1|n) =n*(1 —m) ™%, x € {0,1} Si = 0,6, entonces un individuo
* 1 es parametro fijo (proporcion poblacional de “éxitos”) al azar tiene probabilidad
* x es el argumento (resultado observado: 0 6 1) P(x; = 1) = 0,6 de “éxito” y

P(x; = 0) = 0,4 de “fracaso”.

Funcién de verosimilitud (datos fijos,  variable) e Funcién de verosimilitud
Observamos una muestra i.i.d. x4, ..., x,, donde cada x; € {0,1} Sin = 20 comprasy S =
Sea S = YiL; x; (n2 de éxitos). 12 superan 50€:

n
L(xq, ..., %) = 1_[ (1l —-m) ™% =751 — )"

b i=1 L(m) =n**(1—m)® -

 Misma expresion, distinta lectura: ahora los datos estan fijos 12
y T varia —>n=%=0,6

;. I A S
e Maxima verosimilitud: 7 = - (lo veremos mas adelante)

22
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X=(Xp5.e0s et T (s =
£y (X]0) = f(xq, X3, ..., X,|0) B . T
describe como se comporta el vector f(% 79)
. =y - ooy X
completo de observaciones cuando e (0K fe
repetimos el muestreo; es decir, N
asigna una probabilidad (si es e

X
( : ""xfl), :

discreta) o una densidad (si es
continua) a cada posible Regla operativa (vaiiid)
combinacién de valores f(x1, 00,20 |0) = 1 f(xi]0)
(xl, 2575 om0 xn)

(xl.. : ’xll)

Para qué nos sirve
Sirve para construir estadisticos y, mas adelante,
Ejercicio rapido: si las observaciones no fueran para introducir verosimilitud y estimacion.

independientes, éseguiria siendo un producto?
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Ejercicios rapidos 3

=l [ t:_}\%@i ;

x w [tem 1 (clasificacion)
Modelo / Probabilidad En cada enunciado, marca M si la expresidn se usa como modelo de probabilidad o
V si se usa como verosimilitud :
{\‘/\ a) “f(X | 8) describe el comportamiento de X cuando repetimos el muestreo.”
o o - b) “L(6; X) se usa para encontrar el mejor valor de 8 (parametro desconocido) con
”j/’ : los datos fijos.
(¢) o

Verosimilitud

ﬁf(xi | 0) e

®

1 L L
S e RO N S o e B

Conjunta / Producto
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Ejercicios rapidos 3

[tem 1 (clasificacion)
En cada enunciado, marca M si la expresidon se usa como modelo de probabilidad o
V si se usa como verosimilitud :

) a) “f(X | 8) describe el comportamiento de X cuando repetimos el muestreo.”
£ b) “L(6; X) se usa para encontrar el mejor valor de 8 (parametro desconocido) con
. | los datos fijos.”
,,w”j f J
(¢) o

Verosimilitud

tem 1

®

[1/¢x:16) a) M (modelo/probabilidad)
o o b) V (verosimilitud)

L
S e RO N S o e B

Conjunta / Producto
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Ejercicios rapidos 3

item 2 (notacién)
En la expresion f (x4, ..., x, | 8), identifica qué

~nf EEERNs representa:
Modelo / Probabilidad ® X1 X
) nmn n
o . y di en una frase qué describe esa expresion.
,,/ i
(] o

Verosimilitud

[[fexil6)

®

. ®©
0&0&-
e

2

S e RO N S o e B

Conjunta / Producto
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Ejercicios rapidos 3

item 2 (notacién)

A\ En la expresion f (x4, ..., x, | 8), identifica qué

o on IR representa:
Modelo / Probabilidad © X1, .., Xn
" o2 y di en una frase qué describe esa expresion.
sl )
O el Item 2
* Xy, ..,Xn:variables muestrales.
ﬁf(xile) ik e 0O:parametro (constante desconocida).
oo NS * Estima la funcion probabilidad de observar esa

S e RO N S o e B

muestra dado 6.

Conjunta / Producto
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Ejercicios rapidos 3

= i
Modelo / Probabilidad

item 3 (regla operativa)

ol \‘
=mET RS Bajo el supuesto habitual del curso (observaciones procedentes de un

m.a.s.): escribe cdmo se expresa la distribucidon conjunta de la muestra
como un producto.

©

Conjunta / Producto

1 L L L
S e RO N S o e B
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Ejercicios rapidos 3

e !

(2] o
Verosimilitud

1010

®

®

(&
e ©

2

S e RO N S o e B

Conjunta / Producto

item 3 (regla operativa)
Bajo el supuesto habitual del curso (observaciones procedentes de un

m.a.s.): escribe cdmo se expresa la distribucidon conjunta de la muestra
como un producto.

Item 3

f X0 [ 0) = 111 (x; | 6)

29
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4. Concepto de estadistico
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4.1 Estadistico = funcion de la muestra

Cualquier operaciéon con los datos (pero solo algunas son utiles)

Idea clave

* La muestra se puede ver como un vector: X = (X4, ..., Xp).
 T(X):Un estadistico es cualquier funcién de las variables muestrales.
 Como depende de la muestra, T(X) es variable aleatoria.

Ejemplos de estadisticos utiles

n X; ° SZ - ?=1(Xi—)_()2( c . )
* X ===— (media muestral) 1=~ -y \cuaslvarianza
n
n 3\ 2 i—1 Xj .
= (X_X) . ® — =1 .
e §2 =% 1n‘ (varianza muestral) P - si x; = 10,1}

(proporcion muestral)

31
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Ejercicios rapidos (Seccion 4.1)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

item 1 (clasifica)
Marca P si es parametro poblacional o E si es estadistico muestral:
a)u b)x c)m d)p e)o* f)S?

item 2 (¢depende de los datos?)

Una empresa mide el tiempo de espera de n llamadas.
¢ Cual de estas cantidades depende de los datos observados?
a) Media poblacional del tiempo de espera b) Media muestral del tiempo de

espera

Respuestas (muy breve)

tem1:aP,bE,cP,dE,eP fE
ltem 2: depende de los datos observados la opcidn b
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4.2 - Propiedades de E[6]

Reglas que nos permiten generar resultados (sin memorizar)

Esperanza: reglas basicas
1)E(a-x + b) a-E(x) + b
2)E(x;y + ... + x) = E(xq) + ... + E(xy)
Clave: para la suma de esperanzas no hace falta suponer
independencia.
3)E(xy - .. x,) = E(xq) ... E(x,;) si x;v.a.i.

Mini-ejemplo (para usar luego)

Z?=1 Xji _ (Xqg+xp+--+Xp)

Sig =% = - .
_EG) +ECR) + -+ ECe) _ 7 E(x)
n n

entonces: E [9] = E[X]
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4.2 - Propiedades de Var(d)

Varianza: escala, suma y covarianza

Varianza: reglas basicas
1)Var(a-X + b) = a*-Var(X)

2) Var(xy £ -+ xy) = Xizq Var(x) £ 2 - Yik; Cov(xi,xj)
Clave: |a covarianza mide dependencia entre variables
muestrales

Qué nos dice esta formula
* Silas observaciones estan relacionadas, la varianza de la

suma incluye la covarianza.
* Por eso, cuando asumimos independencia, la formula se

simplifica mucho.

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0

34



4.3 Propiedades de Var(6)

Independencia como supuesto operativo

Independencia Estadistica Supuesto habitual (para poder avanzar)

Si las variables muestrales son independientes:
COU(Xi,Xj) = Oparai # ]

Entonces: V (x; £ -+ x,) =X, V(%))

Por qué lo usamos en el curso
Nos permite obtener expresiones simples para V(x) y V' (p).
Mas adelante veremos casos donde esta hipotesis es
discutible.

Ejercicio rapido (30 s)
éNecesito independencia para calcular E(x)? No.
¢Y para simplificar V. (x)? Si.

P(ANB) =P(A) P(B)
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4.4 Aplicacion inmediata

Consecuencias del m.a.s. en el calculo de la Esperanza y Varianza de la media aritmética

Supuesto habitual y dada una m.a.s.
Sea ¢ v.a. poblacional con E(§) = uyV(¢) = o* E(x;)) =uyV(x;) = a?
Distribucion de la media muestral (conceptual) Se define a = X, entonces:
0.0040 m— N=4 (SD=0/Vn)
n=9 (SD=a/n)
0.0035 - : w N=36 (SD=0/Vn) 1
0,0030 - E(X)=p ! _ _ X1+ x, + 0+ xn>
1\=g? ElO|=E(x) =E =—nE(x;) =
00025 | Var(x)=0/n i [ ] ( ) ( n n ( l) B
-?: 0.0020 - :
= |
8 00015 - .HI\
| A\ - X1 +x, +-+x 1 o
0.0010 i V(H) _ V(J_C) _ V( 1 2 n) — _ZnV(xi) = —
0.0005 - } | \ n n n
|
0.0000 - :

T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000
Gasto medio mensual (€)
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Ejercicio rapido (calculo)
Una poblacién tiene media u = 50 y varianza 0% = 100. Se extrae un m.a.s. de

tamanon = 25.
1. Calcular E (X).
2. Calcular V().
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Ejercicio rapido (calculo)
Una poblacién tiene media u = 50 y varianza 0% = 100. Se extrae un m.a.s. de

tamanon = 25.
1. Calcular E (X).
2. Calcular V().

Respuesta esperada (muy breve)

1. E(x)=u=>50
o _ 100 _

2. VOE):?_ 25 =4
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4.5 Aplicacion inmediata

Consecuencias del m.a.s. en la Esperanza de la varianza muestral

Supuesto habitual y gracias al m.a.s. Se define 8 = §2, entonces:
Sea ¢ v.a. poblacional con E(x;))=puyV(x;) = a?
E@)=pyV(E) =o°

n
1 n n n
=ZE lZ(xi — W= 2@=- 1) ) (- W)+ ) (K- u)2] =
i=1 i=1 i=1

1
= SB[ ) (5 — 1% — 2% — Wn(® — 1) + n(x — 17| =
i=1

E(@)=E(sz):E[ O R S

1 | 1 |
= B[ (5 - 1% = 2n( - W7 + (& - ?| = B[ (5 - 1)* - n(x - u)zl =
i=1 i=1
1< 1 1 o2 62 n-—1
— L 27 _ - 2 — _ N = — _ 2 — | = 2__= 2
= liil E[(x;i — W] —nE[X — w) ]] " [nVar(x;) — nVar(X)] " [nc n n] o " —O©

39
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4.6 - Aplicacion inmediata

Consecuencias del m.a.s. en la Esperanza de la varianza muestral

Supuesto habitual y gracias al m.a.s.
Sea & poblacién con E(§) = uy V(&) = o? E(x;)) =uyV(x;) =c?

De manera inmediata:

S% _ Zi(xi — f)Z _ n Zi(xi — f)Z _ n SZ :> (n _ 1)5% — nSZ

n—1 n—1 n n—1
m a
Usando el operador Esperanza: Identidades fundamentales
n n n—1 2 )
E(S7) = E(S?) = 2 = g2 (n — 1)E(S7) = nE(S
(53) = ——E(s?) =——" o’ =0 (53) = nE(s?)
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Ejercicio rapido (calculo)
En una m.a.s(10) se calcula la varianza muestral del gasto mensual de unos hogares
S? =180.
1. Calcular el valor de la cuasivarianza.
2. Interpreta el resultado en una frase.
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Ejercicio rapido (calculo)
En una m.a.s(10) se calcula la varianza muestral del gasto mensual de unos hogares
S? =180.
1. Calcular el valor de la cuasivarianza.
2. Interpreta el resultado en una frase.

Calculo esperado
1. S ==2%180 = 200

2. Interpretacion esperada: La cuasivarianza ajusta al alza la variabilidad
observada para compensar el efecto del tamano muestral.
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Pregunta tipo test
Cuando el tamafio muestral n aumenta, la relacion E(Slz) = ﬁE(SZ) implica que:
a) La diferencia entre E(Slz) y E(SZ) aumenta.
b) La diferencia entre E(Slz) y E(SZ) disminuye.
c) Ambas esperanzas son siempre iguales, independientemente de n.
d) La relacién solo es valida si la poblacion es normal.
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Ejercicios rapidos (Seccion 4)

Parametro o estadistico - Identificacion en 30 segundos

Pregunta tipo test
Cuando el tamafio muestral n aumenta, la relacion E(Slz) = ﬁE(SZ) implica que:
a) La diferencia entre E(Slz) y E(SZ) aumenta.
b) La diferencia entre E(Slz) y E(SZ) disminuye.
c) Ambas esperanzas son siempre iguales, independientemente de n.
d) La relacién solo es valida si la poblacion es normal.

Respuesta correcta: B
A medida que n crece, el factor ﬁ se aproxima a 1, y la diferencia entre ambas
cantidades se vuelve despreciable.
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5. Muestreo en poblaciones normales

con g% conocida
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CORE

5.1 Distribucion de X en poblacion normal con *conocida

Distribucion de la media muestral

Estadistico: T(xq, X5, ..., X)) = X

Hipotesis de partida

f"'N(H; O') ‘ Xi NN(.U' O-)

Resultados i
] Consecuencia clave:
conocidos 5
E(X) =u X~N|y—
_ o2 \/H
V(X) = —

X1 + 85 S,

2330 ¥ ‘
e Q
Nz = 273 27'30 2950
= - /:‘Jiﬂ' n
‘JP;N - xNN(I"l”O/%)
RV L

Ideas clave

e X es combinacion lineal
e Normalidad se “hereda” en el

M.a.s.

Combinacion lineal de normales
independientes - normal
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Ejercicios rapidos (Seccion 5.1)

Ejercicio rapido (calculo)
En un mercado local, el gasto
mensual (en €) de los hogares
sigue una normal con u = 2.750
y desviacion tipica 0 = 600. Se

Solucion (muy breve)
1. Distribucion de la media muestral

o 600
x~N (u, ﬁ) — X~N <2750,\/§> = N(2750,100)

2. Tipificamos:

toma una muestra aleatoria de _

n = 36 hogares.
Pregunta

X — |
7 = =——~N(0,1)

Vn

Calcular P(x > 2.900).

Mensaje didactico

3. Calculo de la probabilidad:

2.900 — 2750 P> 15)
100 =S

P(x > 2.900) = P (z >

La media de 36 hogares varia mucho

menos que la de un solo hogar: |a

desviacion tipica es

G 3. Valor (tabla/normal estandar) :
=~ = 100€ p _ 1 _
Vn (z>15)=1-P(Z<15)=1-0,9332 =0,0668
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CORE

Zconocida

5.2 Distribucion de S?en poblacién normal con o

Distribucion de la varianza y cuasivarianza muestral
- 2 §~N(u,0) = x; ~N(y,0)
Estadistico: T(x{, x5, ..., X)) = S

Lema de Fisher-Cochran (idea intuitiva)
En una muestra normal, la “variabilidad total” (a) se puede descomponer en variabilidad alrededor de X (b)+
variabilidad debida a X (c), y esas partes quedan independientes. Ver: Casella, G., & Berger, R. L. (2002)

n n

D i—w?| =) -2+ -0

i=1 =1

5 i 5 11e’
Resultados inmedig;)os & Por identidad fundamental:
nS? (n—1)S%

Sixq, .., Xy~N(u, o)y x; iid, entonces: =

02 02
. . nSZ 2 ) . nSZ )
" St es conocida: 52 ~Xn ® Sipes desconocida: o2 ~Xn-1 Puente:esta independencia es lo
y ademas: X L Sz(independencia estocastica) que permite construir la
= t de Student cuando g* es
Mini-check: Sin = 36 (u es conocida), entonces — ~X§6 desconocida
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5.2 Muestreo S“en poblacién normal con o

Distribucion de la varianza y cuasivarianza muestral

2

conocida

PLUS

Idea: si i es conocida, podemos medir la variabilidad respecto a u (no respecto a x). En ese caso no se

“pierde” el grado de libertad asociado a estimar p.

1) Estadistico centrado en u
n

n
12 nS? z xX;— U
SZ=_ o 2=>_= (l
n. 1(xl .u) 0_2 o
i=

=1

2
) ~X2

Lectura: aparecen n términos “libres” (no hay restricciéon de suma cero), por eso los g.l. son n.

2) Cuando desconocemos i, se calcula a partir de su estimador éptimo (u* = x)

Motivo: al centrar en X se impone

;(xi—f)=0

= queda un subespacio de dimensiénn — 1 = y2_,
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Ejercicios rapidos (Seccion 5.2)

Ejercicio rapido
En una poblacién normal x;~N(u, 200)se realiza un m. a.s(25). Se pide:
a) Calcula P(S2 > 50.000)
b) Siademas se sabe que X = 2.750 écambia el resultado de (a)? Justifica en una

frase
Solucion
(a) Usamos (1 desconocida)
(n _ 1)S]? 2
0_2 ~Xn-1

Sustituimos % = 200% = 40.000, n = 25
2452 24 -50.000

40.000 > 40.000
Nota: Se deja como cola derecha a buscar en tabla/calculadora de )(§4: 1-— F)(§4 (30)

P(SZ > 50.000) = P< ) = P(x%, > 30) ~ 0,1847

(b) No cambia: como X 1 S?, conocer X no aporta informacion sobre S?, sélo
cambiarian los grados de libertad si se conociera .
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CORE

5.3 Distribucion de X — § en poblaciones normales con *conocida
Distribucion de la diferencia de medias muestrales
, . _ ~N(u, o
Estadistico: T(X,Y) =X —§ {~Np, 0)
Planteamiento Tipificacion (2)
Tomamos dos muestras independientes &=y - (x — 1y)
con gy Yy gy conocidas: L= o2 o2
e Poblacion 1: {xq, ..., X }; xi~N (uy, ox) \/rf + n){
* Poblacién 2: {y4, ..., Ym} yj~N(,uy, Oy )
Resultado Ideas clave
La diferencia (X — ) fluctua por el
0326 G?, muestreo en ambas poblaciones; por
X—y~N| yy — Wy, |— +— eso su incertidumbre combina las dos
V n m o2 o2
variabilidades y queda — + Fy

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0 1



Ejercicios rapidos (Seccion 5.3)

Ejercicio breve
Una empresa compara el gasto medio mensual (en €) en dos tipos de hogares: con hipoteca (grupo X) y sin hipoteca
(grupo Y). Se sabe (por histérico) que las desviaciones tipicas son o, = 600 y oy = 500. Se toman muestras
aleatorias simples independientes de tamafos n=36 y m=25 respectivamente, y se obtiene X = 2.900 e y = 2.700.
Pregunta
Asumiendo normalidad en las poblaciones, calcula P(X —y > 200 |y, — pn,, = 0)
(Es decir: équé probabilidad hay de observar una diferencia positiva solo por azar si en realidad no hay diferencia?)

Solucion Idea clave
1. Desviacién estandarde X — y : El signo de (% — ¥)
o2 o2 6002 5002 puede cambiar por azar.
G)—(_y = 7 + E = 36 ~+ 25 = \/10000 + 10.000 = \/20000 =~ 141,42 Zm|de C.ua'n grande es la
N . diferencia comparada
2. Estadistico tipificado bajo py — p,, = 0: con la desviacion tipica
7 — xX—y)—-0 ~N(0,1) de (X —y) . Conclusion:
Ox-y Si lly = Uy UNa
3. Probabilidad: diferencia > 200€ se
0 observaria en torno al
PX—y>2 =P(\Z =P 1,41)=1-P(z<141) = 0,079
&=y > 200, ( > 141,42) &= 1Al Zs Lid) = OErcE 7,93% de las ocasiones.
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Seccion 6. Muestreo en poblaciones
normales con o desconocida
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CORE

6.1 Distribucién de X en poblacién normal con o*desconocida

Distribucion de la media muestral

§~N(u, o)
Estadistico: T(xq, x5, ..., X)) = X 1
Situacion x; ~N(u,o)
Con g?conocida podiamos tipificar directamente :

Il
Z="=~N(01)

Idea clave
Si 0% es desconocida, necesitamos un estadistico cuya distribucién no dependa de ¢ .

Puente
En poblacion normal, la media muestral y la varianza muestral se comportan de forma independiente
(Fisher—Cochran). Esa separacion permite formar un cociente cuyo resultado ya no es normal, sino:
la t de Student, que es la herramienta estandar para trabajar con u cuando a2 es desconocida.

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0 >4



CORE

6.1 Distribucién de X en poblacién normal con o*desconocida

Distribucion de la media muestral

SiX;~N(u,o0)i.i.d, entonces La t de Student se define como
X— nS2 t 2
/ = NN 0,1 U= n = [ 2
O'/\/_ ( ) XTL 1 Xn/n
y Z 1 U (Fisher—Cochran).
Cuidado: Si u es conocida
. 2
i Sustltuyendo streEea ] = ai ~ x>
X — n—1)o? X —
0/\/_ = ( 5 W ( 2) = ( W Y por identidad
/ "_52 m-1 ns S/vn—1 G _ G
n— " S/Vn—1 _ S;/yn M1
4
Resultado final (estadistico para calcular probabilidades)
E-—p -

T(xq1, x5, ...

) Xp) = S/\/r S /vn ; T(X1, X2, s Xp)~th_1
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Ejercicios rapidos (Seccion 6.1)

CORE

Ejercicio breve
En una tienda online, el importe medio por pedido (en €) se modeliza como normal. Se toma una muestra aleatoria
de n=16, y se obtiene X = 52 y §; = 8 (cuasidesviacion tipica). Pregunta: Calcula P(x > 52 | p = 50)

Solucion (corta)
1. Estadistico t:
_()‘(—u)_(SZ—SO) 2

"~ s,/yn 8/Ni6  8/4
2. Distribucion:
T~t16_1 — gl = 15

T 2—1
5=

3. Probabilidad:
P(x>52)=P(T>1)

4. Con tabla/calculadora de t5 :
P, (T >1) = 0,166
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0.25 4

Densidad

Si s1 = 0, la tipificacion se parece a Z; con n pequefio, t tiene colas algo més pesadas

=== Normal estéandar N(0,1) (o= s1)
t de Student (gl=15)
P(Z>1)
P(T>1)

T T T T T
-4 -2 0 2 4
valor tipificado

Idea clave
Con n pequeno y o desconocida, |la cola es algo
mayor que en la distribucion normal: por eso
usamos t
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,
6.1 (PLUS) Convergencia de t a N(0,1)

Comentario de convergencia

Comentario (convergencia de t-student a normal):
A medida que aumentan los grados de libertad, la distribucidn converge rapidamente a la normal estandar N(0,1). En
la practica, para valores moderados de gl, las probabilidades de cola P(T > t) y P(Z > t) son casi iguales: la diferencia
se vuelve despreciable (del orden de milésimas o menos).

Regla practica
Con gl > 30, usar tabla t-student o normal suele dar resultados muy parecidos en problemas rutinarios.

Ejemplo
Parat = 2y gl = 30, la cola derecha de la t sigue siendo algo mayor que la normal.
t —
P(tso > 2) ~ 0,0273 vs P 3030 >2\=P(Z>2)~0,0228
30 —2

Diferencia absoluta
(Esto es una diferencia del orden de la tercera cifra decimal)
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PLUS

6.2.1. Distribuciéon de X - y con g2 y 033 desconocidas (poblaciones normales)

Comentario
Supuestos
X = {le 00 7 xn}"’N(HX» O-X)JY — {le ;ym}"’N(/iY; O-Y)
(Muestras independientes)
Entonces Por tanto
— Ox _ O-y 0.2 0.2
x~N — ], ~N ,—— o T _ X Y
(uxx/ﬁ> g (uyM> X YN e~y 2w

Si 05 y 05 fueran conocidas, tipificariamos.
7 — (X_y)_(ux_Uy)

2 2
ox %y

n m

pero 62y af, son desconocidas y hay que construir una t.
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PLUS

6.2.2 . Intento de construir una t ... y donde esta el problema

Comentario

Sabemos que

2 2
nSy e _mSy L,

2 An-1 2 Am-1
Oy ay

Al construirlat

tm+n-2 =
(sl (m 40— 2)

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0

En consecuencia

, nSZ msS;
— +
Xm+n—2 2 2
Oy gy
Problema:

=9 — (b — 1y)

n

2
oY
m

2

nS 3% mS y
2 T =
g o5

Vm+n—2

Las dos y?estan escaladas
por varianzas distintas o2 y
o3. Al sustituir en la
construccion de la t, no se
cancela una tinica ¢?
comun. (no ocurre lo
mismo que con una sola
muestra)
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CORE

6.2.3 . Caso especial que si funciona ¢ = g = ¢* (usando s?)
(varianzas desconocidas pero iguales) o

Si asumimos

o5 =0 =0

Al construir el pivote T
X =9 = (b = 1y)

2 2
SS9 (e w)

Th4n—2 = ~tm+n-2
nSZz mSg 1 1 [nS§+ mSE
o2 | o2 n m\m-+n-—2
\m+n-—2

(esta es |la “correspondencia aleatoria” que luego se usa para calcular probabilidades)
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6.2.4 . Caso especial que si funciona g = 0 = ¢* (usando st )

(varianzas desconocidas pero iguales)

(Es exactamente lo mismo, solo cambia el divisor con el que calculas la dispersién)

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0

2 2

Relacidon con varianza muestral
2 2. 2 2
(n — 1)S7x = nsg ; (m— 1)sy, = ms;

Por tanto
nSy + ms; _ (n — 1)Sfx + (m — 1)S3, _. g2
m+n —2 m+n—2 P

Al construir el estadistico T
CE= = (e wy)

~tm+n-2
/l 1
P\Nn " m

T

S

CORE
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Ejercicio breve (Seccion 6.2)

Enunciado
Dos cadenas de supermercados comparan el gasto medio por compra (en €) en dos ciudades. Se toman muestras
independientes de tamafios n=m=125, y se obtiene X —y = 50, S, = 300y §,, = 250 (desviaciones tipicas

muestrales, varianzas desconocidas). Suponemos g% = 033 Pregunta: Calcula P(X —y > 50 | u, — p,, = 0)

Solucion (corta)
1. Varianza combinada de varianzas muestrales:

3. Estadistico:

X—-9$)—-0 50
,  nSg+mSy 125 %300% 4 125 * 2502 M= = = 1,43 ;T~tz4g
2 = = 18 ~ 76.864,92 . /1+l 35,07
m + n — p n m
2. Desviacién estandar de X — ¥: 4. Probabilidad :
P ” ” P()_(_}_’>50|.ux_.uy:0):
Sp |=+—=27725 | ==+ == = 277,25,/0,016 ~ 35,07 P(T >1,43) = 0,077

62
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6.2.5. Resumiendo

Diferencia de medias: Normal vs t de Student (conceptual)

1 1
: — N(Cl,l) (o conocida)
0.40 - i
1
1 1
Diferencia de/medias tipificada
1 1
1 1
_1 — 1
T= (x:— ¥ — (ux #uy)) fis_p v(1/n + 1/m))
0.35 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
i i
0.30 ! !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.25 - ! !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
=)
1 1
g 1 1
‘@ 0.20 I 1
= 1 1
1 1
8 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.15 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: :
0.10 ! !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 )
| A
Colagfméas pesadas = mas incertid
0.05 4 cuando o es desconocida
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.00 1 1
1 1
1 1
1 1
4 4
2

tflP) (o desconocida)

T T T T T
—4 =3 -2 -1 o] 1
valor tipificado (T 0 Z)

Supuesto: 02 = 0'32, (varianzas desconocidas pero iguales).
Varianza combinada (pooled):

(n — 1S5, + (m — 1S3, ,  nS;+mSy

Sp = vUS Sp =

m+n—2 m+n-—2

Desviacidn tipica de (X — ¥)
1

1
SDE =) =S, |~ +—

Estadistico final:
(f_:)_’) _ (P-x _ P-y)

1 1
Spntm

Mini-check: “gl=n+m —2"

T =

~th+m—2
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6.2.5 Welch: cuando no podemos suponer o3 = o3 (ANEXO)

(varianzas desconocidas)

Fundamento

En el caso general 62 # Gf, la dispersion de x — y depende de dos varianzas distintas:
B P
vE-y=—"+=2
n m
Como 62y 032, son desconocidas, las sustituimos por S%X y Slzy. El resultado yanodaunatconn +m — 2, pero

Welch aproxima muy bien la distribucién con una t usando grados de libertad efectivos

Estadistico de Welch Grados de libertad (aprox. Welch—Satterthwaite)
- = 2
T = (x—¥y)— (le — lly) (S%X N Slzy)
52 §2 gl = “ 2 =
1x 1y 2 2
n —
i m

Resultado operativo
Tthl (aprox)
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)
Test 1

Tenemos xq, ..., X,~N (i, a) con o desconocida. Queremos calcular probabilidades
sobre x (por ej. P(x > c). ¢Qué estadistico y qué distribucion usamos?

. (X-y) _(Hx_ Uy)

a) T= To1 ~tm+n-2 c) 52 Xn-1
Sp _+_ X
n m

= d) — = = X%—1
b) T — (X_SU)\/H Ntn_l S/\/H
1
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)
Test 1

Tenemos xq, ..., X,~N (i, a) con o desconocida. Queremos calculas probabilidades
sobre x (por ej. P(x > c). ¢Qué estadistico y qué distribucion usamos?

. ()_(_y)_(llx_Uy) N

a) T= O} Um+n-2 c) 52 Xn-1
n m

Respuesta correcta: B
(s1 es la cuasidesviacion tipica, con divisor n — 1; los grados de libertad sonn — 1.
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)

Test 2 (anexo)
Dos muestras independientes de poblaciones normales, con o2, 0'}2, desconocidas. Si
No asumimos varianzas iguales, el procedimiento estandar es:

. . 2
a) Usar ty ;-2 convarianza combinada S5.

b) Usar una normal estandar N(0,1) porque n y m suelen ser grandes.

c) Usar el estadistico de Welch con grados de libertad aproximados (Welch—
Satterthwaite)

d) Usar una y* conn + m — 2 grados de libertad
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)

Test 2 (anexo)
Dos muestras independientes de poblaciones normales, con o2, 0'}2, desconocidas. Si
No asumimos varianzas iguales, el procedimiento estandar es:

. . 2
a) Usar ty ;-2 convarianza combinada S5.

b) Usar una normal estandar N(0,1) porque n y m suelen ser grandes.

c) Usar el estadistico de Welch con grados de libertad aproximados (Welch—
Satterthwaite)

d) Usar una y* conn + m — 2 grados de libertad

Respuesta correcta: C

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0

68



Ejercicios rapidos (Seccion 6)
Test 3

Dos muestras independientes normales con varianzas desconocidas, pero se supone 02 = Gf,. Para

tipificar la diferencia de medias muestrales (X — y) y poder calcular probabilidades (por ej. P(X — y >
c) ), équé estadistico y qué distribucidon usamos?

@@= (ux—ny) (n+m-2)S§ 5

3) T = 1 1 ~tm+n—2 C) 52 ~Xn+m-2
n m

X—

- d T=——~t,1
b) 7 — (X_Y)_(Ux_Uy) NN(O,l) Sp
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)
Test 3

Dos muestras independientes normales con varianzas desconocidas, pero se supone 02 = Gf,. Para

tipificar la diferencia de medias muestrales (X — y) y poder calcular probabilidades (por ej. P(X — y >
c) ), équé estadistico y qué distribucidon usamos?

@@= (ux—ny) (n+m-2)S§ 5

3) T = 1 1 ~tm+n—2 C) 52 ~Xn+m-2
n m

X—

- d T=——~t,1
b) 7 — (X_Y)_(Ux_Uy) NN(O,l) Sp

Respuesta correcta: A
(gl = n+ m — 2 ; aparece la varianza combinada Szf )
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)

Test 4

¢ Qué relacion es correcta?

a) (n—1)S? =nS?
b) nS? = (n — 1)S%
¢) nS% = (n—1)S?
d) §2 = §2
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Ejercicios rapidos (Seccion 6)

Test 4

éQué relacion es correcta?

a) (n—1)S? =nS?
b) nS? = (n — 1)S%
¢) nS% = (n—1)S?
d) §2 = §2

Respuesta correcta: B
Ambas multiplicadas por su divisor dan }.1* , (x; — X)*
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Seccion 7. Muestreo de proporciones
en poblaciones Bernoulli-Binomial.
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CORE

7.1 Distribucion de p en poblacion Binomial §~B(1,m)

] Media y varianza de p
Modelo (Bernoulli) m(1—m)

E~B(1,m) »PE=1)=m,PE=0)=1—-1 E(p) =m;V(p) = ——

(desviacién estandar de p es \/n (1—-m)/n)

Interpretacion tipica: £ = 1 “éxito” (p. ej., “compra”,

“aprueba”, “apoya”, “elige opcion A”). Distribucién de p con n grande
Muestra (1 :
. m(l—m
&1y ey & lid ~B(1, 1) p~ N n,\/
Ndmero de éxitos n
(X es binomial; p es un promedio de ceros y unos y,
X = z & ~B(n,m) con n grande, se aproxima por una normal)
Condicion practica habitual
Proporcion muestral nmyn(l — m) “no pequefios” (para evitar colas
1 @ raras)
_ _Z nmt=>10 y n(l—m) =10
n
=Sl
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. o o o 7 CORE
Ejercicios (Seccion 7) e
Enunciado
En una encuesta rapida, la proporcion real de hogares que ahorra al menos 100 € al mes es m = 0,4. Se encuesta a

n = 200 hogares (seleccionados por m.a.s.). Sea p la proporcién muestral.
Pregunta: Calcula aproximadamente P(p > 0,45)

Cola derecha de la normal estandar

Solucion
1. Comprobacion de “no pequeinos”:
nt=200:-04=80=>10,n(1—-m)=200-0,6=120 =10 g
(la aproximacién normal es razonable) i

2. Distribucion aproximada

N TA=M _ oy o4 (2206 —N(04 ooau)
p~ T, n - )y T, 200 - Y )

~ N(0,4; 0,0346) Comentario
3. Tipificacién/valor 045 — 04 Aunque 1t = 0,4 con n = 200 no es raro
P(p > 045) ~ P <z S 20— U, ) = P(z > 1,45) ~ 0,0735 ver p alrededor de 0,45 pero ya cae en
0,0346 una cola del 7-8%.”
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7.2 Distribucion de la diferencia de proporciones muestrales p, — py

Modelo (dos poblaciones Bernoulli) Media y varianza de p, — py

* Poblacion X: ¢~B(1,m,.) E(px _ py) =, — T,

* PoblacionY: 7]~B(1,T[y) T (l=—m,) = (1 - )
V(px_py): - ==t .

n m
(independencia entre muestras)

Muestras independientes
&1, s &n iid ~B(1,1,), M1, .., My iid ~B(1,1,,)
Distribucion de p con n grande

Proporciones muestrales
1% 1% o AN B nx(l—nx)_l_ny(l—ny)
i=1 j=1

Condicidn practica (“no pequeiios”)
nt, = 10, n(l—m,) = 10,
mm,, = 10, m(l — Tty) > 10
(umbral 10 como versién segura)

La diferencia de dos proporciones es la diferencia
de dos promedios de {0,1}; con tamafnos grandes
se aproxima por una normal y las varianzas se
suman
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Ejercicios (Seccion 7)

Enunciado
Dos plataformas de streaming comparan la proporcion de usuarios que renuevan la suscripcion: en la plataforma X
se observa ty = 0,4 y en la plataforma Y, ty = 0,35. Se encuesta an = 200 para Xy m = 180 para Y ).
Pregunta: Calcula aproximadamente P(px — Dy > 0,08)

Solucidn
1. Comprobacion de “no pequenos”:
nm, = 80,n(1 —m,) = 120,
m, = 63,m(1—m,) = 117 (= 10) ) JOA .06 035-0,65
Oq = =

Hg = Ty — My = 0,05

_|_
(la aproximacion normal es razonable) 200 180
. =,/0,0012 + 0,0012639 = ,/0,0024639 ~ 0,0496
2. Aproximacion normal:
3. Tipificacion/valor
b=y ~ N m =, [l Ty (o m) 0,08 — 0,05
% y X y’ n m P(px—py>0,08) zP<Z> 0,0496 )

= N(ug,04) =P(z>0,6) = 0,2743
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Ejercicios rapidos (Seccion 7)

Test 1

Sean dos muestras independientes: m. a.s(n) sobre §;~B(1,m, ),y m.a.s(m) sobre nj~B(1, ny).
¢Cual es la media y la varianza correctas de p, — py,?

Ty (1) + Ty (1 —Try )
n+m

a) E(pX a pY) =0, V(px - py) =

Tig (1—Try) n Ty (1-Ty)
n m

b) E(px - py) = Ty — Ty, V(px — py) =

my(1-my)  Ty(1-my)
n m

C) E(px - py) = My — Ty, V(px - py) —

Ty (1—Tty) + Ty (1—1ry)
n m

d) E(px - py) = Ty + Ty, V(px - py) —
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CORE

Ejercicios rapidos (Seccion 7)

Test 1
Sean dos muestras independientes: m. a.s(n) sobre ¢;~B(1,m, ),y m.a.s(m) sobre nj~B(1, ny).
¢Cual es la media y la varianza correctas de p, — py,?

Ty (1) + Ty (1 —Try )
n+m

a) E(pX a pY) =0, V(px - py) =

Tig (1—Try) n Ty (1-Ty)
n m

b) E(px - py) = Ty — Ty, V(px — py) =

my(1-my)  Ty(1-my)
n m

C) E(px - py) = My — Ty, V(px - py) —

Ty (1—Tty) + Ty (1—1ry)
n m

d) E(px - py) = Ty + Ty, V(px - py) —

Respuesta correcta: B
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Ejercicios rapidos (Seccion 7)

Test 2

Para aproximar p,, — py por una normal, una condicion practica “segura” es exigir que en ambos
grupos haya éxitos y fracasos esperados suficientes. ¢ Cual es la condicion correcta?

a) nmy = 10y mmy, = 10 (solo éxitos)
b) nmy = 10,n(1 — my) = 10, mmy = 10,, m(1 — 1, ) = 10
c) n+m =30

d) my =Ty

80
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CORE

Ejercicios rapidos (Seccion 7)

Test 2

Para aproximar p,, — py por una normal, una condicion practica “segura” es exigir que en ambos
grupos haya éxitos y fracasos esperados suficientes. ¢ Cual es la condicion correcta?

a) nmy = 10y mmy, = 10 (solo éxitos)
b) nmy = 10,n(1 — my) = 10, mmy = 10, m(1 — my) = 10
c) n+m =30

d) my =Ty

Respuesta correcta: B
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CORE

8. Resumen de Tema Estadisticos y sus distribuciones (1/2)

* Idea central: de una poblacion tomamos una muestra y calculamos un estadistico;
ese estadistico cambia de muestra a muestra - tiene distribucion en el muestreo.

* Objetivo operativo: saber qué distribucion tiene cada estadistico para poder
calcular probabilidades (y preparar IC/contrastes).

 Normal (poblacion normal):

* X es normal.

* La variabilidad muestral alrededor de X genera una )(,%_1 (n — 1 grados de
libertad)

 Bajo normalidad: ¥ 1 S? (idea Fisher—Cochran: “nivel (posicion)” y “dispersion
(variabilidad)” se separan).

e Cuando ¢ es desconocida: la tipificacion “natural” lleva a la t de Student

82
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CORE

8. Resumen de Tema Estadisticos y sus distribuciones (2/2)

 Dos muestras normales :
e Con varianzas conocidas — tipificacion normal (Z).

e Con varianzas desconocidas— t; si, ademas O',ZC = O'?, aparece la varianza
combinada Sy y gl =n+m — 2.

 Bajo normalidad: ¥ L S? (idea Fisher—Cochran: “nivel (posicidn)” y “dispersion
(variabilidad)” se separan). (Welch como alternativa si no se asume igualdad).

 Proporciones (Bernoulli/Binomial): p es el promedio de {0,1} — paran grandepy
(px — py) se aproximan por una normal si hay suficientes éxitos y fracasos
esperados.
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10. Tabla resumen: férmulas clave (1/2)

(distribucién en el muestreo)

Contexto (CORE) Estadistico / distribucion clave Tipificacion util

Normal, o conocida o X— U
' X~N | u,— 7 = ~N(0,1)
(“ ﬁ) o/
Normal, o conocida nsS?2 ,  _(n—=1)S? .
= ~Xh-1 (equiv.) 2 ~Xh-1
Normal (propiedad clave) X L s? (y tambien X L s%) Base del saltoa t
Dos normales, 02, 0.2 ) — (1. —
conocidas T — = o% , 95 Zh Sl (sz ) ~N(0,1)
X=y~N{ b = ny, [+ 0% , o
n m
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10. Tabla resumen: formulas clave (2/2)

(distribucion en el muestreo)

Contexto (CORE) Estadistico / distribucion clave Tipificacion util

Normal, o desconocida X— tn,—1 (tablas)
T=——~tp1
s1/vn

Dos normales, 7 = o, 2 _ nS; +msS;  (n—1)Sf, + (m—1)S3, _ E—9) — (hx — 1) »
desconocidas (varianza P m4+n -2 m+n—2 - 1 1 m+n-—2
comun) Sp s
(ANEXO) Welch (g5 # oy) - -9 — (x—1y) T~tg1 aprox (Welch-Satterthwaite)

Slzx Slzy

n tm

. p—T
Proporcpn . . 21— 1) - ~N(0,1)
(Bernoulli/Binomial) p~N| 7, |[———= (1 —m)
(condicién de " = 10”) i n
Proporcion (Px - Py) = (”x — 7Ty)
(Bernoulli/Binomial) (e — p)~N| m, — 7 \/T[x(l — ) N my(1—my) z= ~N(0,1)
. oz X X )

(condicién en ambas - y n m (1 — my) N ny(l — ny)
distribuciones de " = 10”) n m
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Anexo. Tablas de distribuciones y areas
(N(0,1), ¥*, t de Student,y F de Fischer — Snedecor)
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AO0. CoOmo usar una tabla de distribucion (vision genérica)

Dos tareas tipicas
* Probabilidad (area):P(X < x),P(X > x),P(a < X < b)
* Valor critico (cuantil): encontrar c tal que P(X>c)=a

Paso 1 — Identifica la distribucion y parametros
* Normal estandar N(0,1): sin parametros adicionales (no gl).
e y2,t,:v = grados de libertad.
* Fg, 4,:d; (numerador), d;(denominador)

Paso 2 — Asegura la cola
* Coladerecha: P(X > c) = a | Colaizquierda: P(X <c¢) =«
* Bilateral: reparte a/2 en cada cola

Paso 3 — Traduce el problema a “celda de tabla”

* Tablas pueden dar ®(z) Normal o cuantiles (t,)(z, F)

Trucos rapidos:
* Normalyt:simetriaP(X < —c) = P(X > ¢)
* F:reciprocidad P(X < c) usando 1/F e intercambio de gl

Cola: derecha / bilateral

Buscar en tabla: oo = devuelve ¢

La tabla conecta area < valor critico.
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Al. Normal estandar N(0, 1): areas y tabla ¢ (z)

e Quées a4

« Z~N(0,1): media 0y desviacion tipica 1.
e Cualquier X~N(u, o) se tipifica como
X—u
o

°
w

7 =

Probability Density
o
N

* Para qué se usa
e Calcular probabilidades y valores criticos
cuando el estadistico es normal.
* Aproximaciones (cuando procede) y

o
—

0.0

contraste con o conocida FL T N L L
O QUé devuelve la tabla Standard Deviations from the Mean
e |La mayoria de las tablas dan ¢(Z) — Distribucion normal estandar con dreas sombreadas (CC BY-SA
P( 7 < Z) 4.0), fuente: Wikimedia Commons.
e Como obtener otras probabilidades
* Coladerecha:P(Z >2z)=1—-P(Z < 2z) Ejemplo rapido (1 linea):
* Simetria: P(Z < —z) = P(Z = z)  Coladerecha:P(Z>2)=1-P(Z<2)~=
 Bilateral: P(|Z| > z) = 2[1 — P(Z < 2)] 0,0228
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A2. Chi-cuadrado y2 varianza muestral y tablas (cola derecha)

De donde sale (en muestreo normal)
* SiX;~N(u,o), entonces

Distribucion y#, con area de cola derecha

2 2 0.10 -
(n—1)Sf nS 5
0_2 0_2 An-1

e 0.08 4 n o=
* Para que se usa s =
=
* Intervalos de confianza y contrastes sobre la varianza Lo

—
poblacional o2 o 0:061 "o
aNe . o —
* Probabilidades para S y S? con 2 conocida % A

3 0.04 1 &

Qué devuelve la tabla (lo mas habitual)
P(x2 > c¢) = a (cola derecha) 0.02 -
* Entrada tipica: fila=v, columna=«

0.00 1

 CoOmo se usa en bilateral (idea) . . . . . . .
* Reparte a/2 en cada cola = necesitas dos valores criticos X

Error tipico
e Confundir si la tabla esta definida por cola derecha o por
cola izquierda

Ejemplo rapido (1 linea):
P(x%, > 18,31) = 0,05 - 18,31 = x§ ¢s.10
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A3. F de Fisher-Snedecor F; ;. : cociente de varianzas

Distribucion Fs 1o con area de cola derecha

* De donde sale (en muestreo normal) 0.7 1 !

. 2 2 . a :

SiUy~xg,y Uz~xg, son independientes 0.6 g =

0.5 " Ei

. L

= Uy /dy = Al

U,/d, v 2 o

4 % 0.3 a 1

* Para que se usa :

e Contrastes e intervalos de confianza sobre cocientes de varianzas 0.2 .

 Estadistico clave en ANOVA 011 |

’ ’ . I

* Qué devuelve la tabla (lo mas habitual) ool |
* Valor critico Fy, 4, 4,tal que 0 R - 6 7

F(Fdl’d2 > F,. dl;dz) = a (cola derecha)
* Entrada tipica: fila =d, columna = d, (segun la convencion de la

tabla) ] L ]
. Propiedad clave: Ejemplo rapido (1 linea):
* No es simétrica y solo toma valores positivos P(F5,10 > 3;33) = 0,05 — 3,33
* Colaizquierda usando reciprocidad: = Fy.05: 510

F(Fg,a,<c¢)=F(Fq,q, >1/c)

Error tipico: Intercambiar d; y d, (humerador < denominador)
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Recursos

Bibliografia:

* Ruiz-Maya, L., Martin-Pliego Lépez, F. J. (3.2 ed.). Fundamentos de Inferencia Estadistica.
Thompson—Paraninfo.

e StatsCalculators — Statistical Tables:
 Normal estandar, t de Student, Chi-cuadrado y F de Fisher—Snedecor

e https://www.statscalculators.com/resources/statistical-tables?utm source=chatgpt.com

(recurso externo; enlace informativo)
Atribuciones y transparencia:
* Graficas de este anexo: generadas con Python (SciPy/Matplotlib) con apoyo de ChatGPT.

* Imagenes externas: cuando se incluyen, se usan bajo licencia CC-BY / CC-BY-SA, citadas
individualmente.
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