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Tema 9 - Objetivo

Al terminar este tema podras: Como leer estas etiquetas

* identificar cuando conviene usar un contraste m

no parametrico;
’ CORE: ideas y procedimientos que sostienen el curso

2 ; . .
* resolver contrastes y“ de bondad del ajuste; entero y que se practican de forma recurrente.

* resolver contrastes y* de independencia y de

: _ PLUS: material para profundizar o reforzar intuicion;
homogeneidad;

ayuda a consolidar.
e aplicar de forma guiada el contraste de
Kolmogorov—Smirnov en una muestra; ANEXO: material de referencia/consulta.

* interpretar correctamente el resultado del
contraste en contexto.
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CORE

Tema 9 - Esquema

Esquema del tema (bloques):

1. Introduccion a los contrastes no paramétricos
. Prueba x*: idea general y estructura comun

. Contrastes x? de bondad del ajuste

2

3

4. Contrastes x?> de independencia y homogeneidad
5. Contraste de Kolmogorov—Smirnov en una muestra
6

. Cierre: mapa de decision y errores tipicos
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1. Introduccion a los contrastes no
parametricos

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0



1.1 ¢Qué significa “no paramétrico”?

Un contraste no paramétrico es un contraste de hipoétesis en el que la
afirmacion que se somete a prueba no se refiere al valor de un parametro
= poblacional, sino a otras propiedades de la distribucion o de los datos.

IDEA CLAVE EN CONTRASTECON ;POR QUE USARLOS?
~ LOS PARAMETRICOS

No requieren supuestos

e © L :

o estrictos sobre la

< o®° .- oS
W — o, o . distribucion.

@ ‘..___,a" @
f — ; e 4, o Funcionan bien con datos

> ordinales, categoricos o
: sin distribucion conocida.
Se comprueban afirmaciones sobre la Paramétricos No paramétricos

forma, orden, independencia, simetria,
etc., en lugar de sobre parametros
como W, 62 o .

(parametros) (propiedades)

Son mas robustos frente a
desviaciones de supuestos
paramétricos.

d Sirven para contrastar hipétesis sobre caracteristicas de la distribucion o de los datos,
no sobre el valor de un parametro poblacional.
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1.2 ¢{Cuando tiene sentido usarlos?

CORE

Los contrastes no parameétricos resultan especialmente utiles cuando:

L 4
. . 'r Categoria | Frecuencia \'
‘ @ 34
00
A 21 F
. ’ & 15 @ l.ll.l _ A
10 '
DATOS EN CATEGORIAS INFORMACION EN NO SE USAN MEDIAS OBJETIVOS TiPICOS
FRECUENCIAS NI VARIANZAS
: —————— Interesa contrastar el ajuste auna
Trabajamos con datos . . ) . R : As=e
7 d :isifi edbean La informacion esta en forma No es natural trabajar con distribucion, la independencia entre
categorias de frecuencias. medias o varianzas. variables o la homogeneidad entre
: poblaciones.
Categoria | F i B
gaoria | recuencia B——n B — -? FTD—t;- =
® mm i 2= 2
- 1
IDEA PRACTICA : — ; g o
== Categoria
f A
L En este t"?ma- su uso principal ‘ : a0t B e = Distribucién empirica
aparecera en: 1 - — — Distribucion tedrica
Tablas de Tablas de Contraste entre distribucion empirica
frecuencias contingencia y distribucién tedrica
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2. Prueba x%: idea general y estructura
comun
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2.1 Idea general de la prueba x*

La prueba x? compara las frecuencias observadas en la muestra
con las frecuencias esperadas bajo la hipotesis nula (Hy).

IDEA CLAVE

Si las diferencias entre observadas
y esperadas son pequeiias,
la muestra es compatible con H,.

OBSERVADO ESPERADO DIFERENCIA

(en la muestra) (bajo Hy) (¢son grandes?)

= 2
Categorial ©@@@@®@ O, e@eee® [, (01— E1)

Ey
Ry
Categoria2 @@®@® 0, ee0®0 I, (OzE—zEz) — @

, O3 — E3)? o
Categoria3 ©000® O 0000 I, (03 —E3)” Cuantifica cudnto

Es se alejan O de E ;
: en conjunto. Por eso la prueba x“ es util en:

Si las diferencias son grandes,
la muestra aporta evidencia
contra H,.

‘ (Ok — Ei)? -
L ) |||I | Y
2=
Se suman todas las categorias Bondad del Independencia Homogeneidad

ajuste

La prueba x? traduce las diferencias entre lo observado y lo esperado en un tGnico niimero.
Cuanto mayor sea, menos compatible sera la muestra con la hipoétesis nula.
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2.2 Estadistico x>

El estadistico de la prueba es:

donde:
& ( O; — E; )2 ® O;: frecuencia observada en la categoria i.
P [} l . .
X =5 ® [;: frecuencia esperada en la categoria i.
i=1 E i bajo H.
CO 2 e e
¢COMO SE CALCULA: INTERPRETACION BASICA IDEA CLAVE
Contribucion . 3 e : .
Categoriai Observada (0;) ~Esperada (E) . _ (0, - E;)? c e ) ® Elestadistico x“ mide la distancia global
: T - uanto mas proximas ’esten entre las frecuencias observadas (0;)
1 | eee® O, eee I, c1 GG g y las esperadas (£,) bajo Ho.
la contribucion c; y,
2 000 0, eeee FE, c; por tanto, el valor de Xz. 0; Pl < E;
3 00000 (; o000 [, C3
Cuanto mayores sean las
discrepancias entre O; y E;,
k Py ) O, eee Ey Ck mayor sera la contribucion c; ) _ P _
— - y, por tanto, el valor de y2. Si son parecidas, X 2es pequeno.
Va Si son diferentes, ¥ “ es grande.

< n
Se suman todas las contribuciones:  y“ = Zi= 1 Ci

En resumen: xz cuantifica cuanto se alejan los datos observados de lo que se esperaria bajo la hipotesis nula.
Mas diferencia — mayor x2. Menos diferencia — menor xz.
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2.3 Regla de decision e interpretacion

n LA PRUEBA x2 ES UN CONTRASTE DE COLA DERECHA
2 donde:

01 — B 1) 4

® ();: frecuencia observada en la categoria i. f(x?)

P > 2
® [;: frecuencia esperada en la categoria i. Se rechaza Hosi Xobs 2 Xa, g1

bajo H.D.

Region de e
no rechazo Region critica
(rechazo de H)

¢COMO SE INTERPRETA?

Valores pequeiios de ;{2 indican buena concordancia entre
frecuencias observadas y esperadas.

Valores grandes de xz indican discrepancias importantes.

IDEA PRACTICA

En esta familia de contrastes, la evidencia contra H,

Se rechaza H cuando el valor observado del estadistico =1 2
aparece cuando Y “ toma valores altos.

cae en la region critica.

x2 grande, pero menor que / x?2 en la regioén critica
el critico = aun no suficiente I I (valores altos) — se rechaza

para rechazar Hy. Hy.

X? pequeiio
— datos compatibles
con Hy.

= obOo
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2.4 Condiciones de uso y cautelas

n 5 0 PARA APLICAR CORRECTAMENTE LA PRUEBA y2
Xz _ Z (0; — E;) DEBE CUMPLIRSE QUE:

E;

= i @
L H 9
® O;: frecuencia observada en la categoria i. | i
® [L;: frecuencia esperada en la categoria i. MUESTRA CATEGORIAS UNA SOL{& FRECUENCIAS
bajo Ho. ALEATORIA MUTUAMENTE CATEGORIA ESPERADAS NO
EXCLUYENTES PEQUENAS
La muestra debe Cada observacion sélo Cada observacion

Las frecuencias esperadas

seleccionarse de forma  puede pertenecer a una contribuye a una sola Hordebanser deniasiado
aleatoria de la poblacion. categoria. categoria (nunca a pequefias.
- varias).
¢COMO SE INTERPRETA y2?
| 2 2
e ERR iy CAUTELA HABITUAL: CRITERIO PARA REAGRUPAR
Reghon critica indican buena concordancia

= v B i i i
Region de etz da I entre O; y £; Si alguna frecuencia gsperada £5 MBnOr (e 5, conviene
no rechazo ® Valores grandes de x2 valorar el reagrupamiento de categorias.

H, / indican discrepancias

1

[

] importantes. Criterio practico recomendado I

& ° »Y Z P " ‘ + » _II.I.
v o, ® Se rechaza Hy cuando E: 25 entodas las categorias

: X5y Cae en laregion critica Ei<5 Categoria
(cola derecha). 8

Este criterio ayuda a que la aproximacion asintdtica de la reagrupad a

prueba y?sea fiable.

En resumen: el estadistico x? mide cuanto se alejan las frecuencias observadas (O;) de las esperadas (;) bajo H.

Mas concordancia (0; ~ E;) — x? pequefio. Mas discrepancia (O; lejos de E;) — x? grande.
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2.5 Test rapido

Si el valor observado de y? es grande, eso sugiere que:

a) las frecuencias observadas y esperadas son muy parecidas

b) la muestra es muy pequena

c) hay discrepancias importantes entre frecuencias observadas y esperadas
d) H, es necesariamente verdadera

En la prueba x?, la regiodn critica esta en:

a) lacolaizquierda

b) lacola derecha

c) las dos colas siempre

d) el centro de la distribucion

Si una frecuencia esperada es demasiado pequeiia, una medida habitual es:
a) aumentar el nivel de significacion

b) cambiar la hipotesis alternativa

c) reagrupar categorias

d) redondear las frecuencias observadas

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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2.5 Test rapido

1. Siel valor observado de x* es grande, eso sugiere que:
a) las frecuencias observadas y esperadas son muy parecidas
b) la muestra es muy pequena
c) hay discrepancias importantes entre frecuencias observadas y esperadas 4
d) H, es necesariamente verdadera
2. Enlapruebax?, la region critica esta en:
a) lacolaizquierda
b) lacola derecha (4
c) las dos colas siempre
d) el centro de la distribucion
3. Siuna frecuencia esperada es demasiado pequena, una medida habitual es:
a) aumentar el nivel de significacion
b) cambiar la hipotesis alternativa
c) reagrupar categorias b4
d) redondear las frecuencias observadas
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3. Contrastes x> de bondad del ajuste
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3.1 {Qué contrasta la bondad del ajuste?

El contraste x? de bondad del ajuste sirve para comprobar si la distribucién observada en la muestra
es compatible con una distribucion tedrica dada.

HIPOTESIS HABITUALES ¢ QUE SE COMPARA? ¢COMO FUNCIONA?
H.: Se comparan las frecuencias observadas con las que 1. Se fija una distribucion tedrica (por ejemplo, /\
0 cabria esperar si H fuera cierta. binomial, normal, Poisson, uniforme...). :

la poblacion sigue la

distribucion especificada. 2. Se calculan las frecuencias esperadas (E;)
VS en cada categoria seg(n esa distribucion.
e 3. Se observa la muestra y se obtienen las 00
H;: y
la poblacién no sigue FRECUENCIAS FRECUENCIAS frecuencias observadas (0;). "'
esa distribucién. OBSERVADAS (0;) ESPERADAS (E;) -
g 4. Se calcula el estadistico:
Las que obtenemos en Las que se esperarian si -
la muestra. H, fuera cierta. . (@=E,)7 Ho= nimers
Ji — E; de categorias)
=

EJEMPLO ILUSTRATIVO Supongamos que queremos comprobar si el niimero de caras al lanzar una moneda

.2 e
se ajusta a una distribucion Binomial(n=4, p=0,5). 9. Si x es grande (en la region critica),

se rechaza H;: la muestra no sigue la

O N° de caras (1) 0 1 2 3 4 Total Se comparan Oi y Ei distribucion tedrica especificada.

en cada categoria,

Observadas (0;) 3 8 14 9 6 40 = 5 2 B >
¢ secalcula y* y se toma O X° pequeiio 0 x° grande
Esperadas (E;) 25 10 15 10 25 40 la decision. No se rechaza H,, Se rechaza H,
(buen ajuste) (mal ajuste)

IDEA CLAVE:

Si las diferencias entre frecuencias observadas y esperadas son pequefias, los datos son compatibles con H,.
Si las diferencias son grandes, los datos aportan evidencia contra H .
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3.2 Tabla de trabajo para bondad del ajuste

Para organizar el calculo suele construirse una tabla como esta:

Categoria Frecuencia Probabilidad Frecuencia Contribuciéon Recuerda:
] observada teodrica esperada (0; — E;)?

Di E;=n-p; |©

n
, z (0; — E;)?
A E;
1=1
n

X2=zci

Utilidad de la tabla: i=1

* reune en un solo esquema toda la informacion necesaria;
* permite calcular de forma ordenada el estadistico y?;
 facilita la comprobacion de si las frecuencias esperadas son razonables.

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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3.3 Grados de libertad en bondad del ajuste

En el contraste x* de bondad del ajuste, los grados de libertad
dependen del nimero de categorias (r) y de si se han estimado
parametros (k).

gl=r—1-k
donde:
* 7:numero de categorias;
 k:numero de parametros estimados a partir de la muestra.

Nota docente:
* sino se estima ningun parametro, gl =r — 1;

* sise estima algun parametro, los grados de libertad disminuyen.

Recuerda:

n
, Z(Oi_Ei)z
X° = =
n 1
1=1

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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3.4 Procedimiento paso a paso

Para aplicar el contraste x> de bondad del ajuste
seguimos estos pasos:

1.
2.

Formular Hy y H;.

Fijar las categorias y calcular las
probabilidades tedricas p;.

Obtener las frecuencias esperadas
Ei=n-p;

. . . (Oi—Ei)z
Calculas las contribuciones ¢; = ————.
l

Sumar las contribuciones para obtener el
estadistico y* = Y1 ¢;

Determinar los grados de libertad
gl=r—1-—k.

Comparar el valor observado con el valor
critico o interpretar el p — valor.

Concluir en el contexto del problema

CORE

1. Formular Ho y H1

5. Sumar contribuciones
X2 =2Ci

A 4

A

2. Fijar categorias
y calcular pi

6. Determinar grados
de libertad

A 4

A

3. Obtener frecuencias
esperadas Ei = n pi

7. Comparar con el valor critico
o usar el p-valor

4. Calcular contribuciones
ci = (0i — Ei)?/ Ei

8. Concluir en el contexto
del problema

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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3.5 Ejemplo resuelto de bondad del ajuste

Una empresa clasifica 200 compras online segun el dia de la semana en gue se realizaron. Se quiere
contrastar si las compras se reparten uniformemente entre los 5 dias laborables.
Datos observados:

oa L m x|V
0; 30 46 40 50 34

Hipotesis:
* Hypr,=pm=0bx=p; =0y =02
* Hj:ladistribucion no es uniforme.
Frecuencias esperadas:
E; =200-0,2 =40
para cada dia.
Idea del calculo:
Se comparan las frecuencias observadas con las esperadas y se obtiene el estadistico y?

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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3.6 Ejemplo resuelto de bondad del ajuste (calculo)

Frecuencia Frecuencia

Como hay r = 5 categorias y no se estima ningun
observada esperada y g Y 8

parametro:

0; Ei =n-p;

gl=r—1=4

M *e 40 U3 Si trabajamos con nivel de significacion @ = 0,05:
X 40 40 0

J 50 40 25 Xi-a4 = XG95;,4 = 9,49

v 34 40 0,9 Como

X2 < xbos;a ; 68<949

x2 = Z ¢;=25+0,9+0+25+09 =68 No se rechaza Hy
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3.7 Test rapido de bondad del ajuste

1. Enun contraste x* de bondad del ajuste, la hipétesis nula suele afirmar que:
a) la muestra no es aleatoria
b) la distribucidon observada coincide con una distribucion tedrica
c) todas las frecuencias observadas son iguales
d) el estadistico x? es pequefio.
2. Sienuna categoria se observa O; = 18 y se espera E; = 20, la contribucion de esa categoria es:

a) 0,1
b) 2,0
c) 04
d 0,2

3. Enun contraste x> de bondad del ajuste con r = 6 categorias, si no se estima ningtin parametro, los grados de
libertad son:

a) 6
b) 5
c) 4
d 3
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3.7 Test rapido de bondad del ajuste

1. Enun contraste x* de bondad del ajuste, la hipétesis nula suele afirmar que:
a) la muestra no es aleatoria
b) la distribucion observada coincide con una distribucidon tedrica 2
c) todas las frecuencias observadas son iguales
d) el estadistico x? es pequefio.
2. Sienuna categoria se observa O; = 18 y se espera E; = 20, la contribucion de esa categoria es:

a) 0,1
b) 2,0
c) 04
d) 0,2L2

3. Enun contraste x> de bondad del ajuste con r = 6 categorias, si no se estima ningtin parametro, los grados de
libertad son:

a) 6
b) 5
c) 4
d 3
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4. Contrastes x? de independencia e
homogeneidad

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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4.1 ¢Qué significa independencia

Dos variables aleatorias son independientes cuando la distribucion

condicionada de una coincide con su distribucion marginal, cualquiera

que sea el valor o categoria fijado de la otra.

En términos practicos:

* conocer el valor de una variable no aporta informacion sobre la otra
(no modifica la distribucidn);

* sj existe relacidn entre ellas, hablamos de asociacion;

* el contraste x? de independencia permite estudiar esa posible
asociacion en una tabla de contingencia.

¢Existe relacion entre el tipo de cliente y el canal preferido?

Si las variables son
| independientes, los

porcentajes por fila

serian parecidos.

Tipo de cliente Joven | 40 20 30

X) |
Adulto| 25 | 35 | 20
|

E Senior ! 10 30 10
Canal preferido Q

Si hay asociacion,
los porcentajes cambian
de una fila a otra.

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0
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INDEPENDENCIA
(NO HAY ASOCIACION)

Conocer una variable
NO aporta informacién
sobre la otra.

La distribucion de Y es
la misma en cada
categoria de X.

bt bt Lo Lo L.l

No se observan patrones
en los datos.

@
e o
e © o o o o
....
@

CORE

ASOCIACION
(HAY DEPENDENCIA)

Conocer una variable Si
aporta informacion sobre
la otra.

La distribucién de Y cambia
segun la categoria de X.

Se observan patrones:
las categorias no se
distribuyen igual.

e® 6 0 O o0
e o o
€]

[ ] )
e® © 0 o

[ ]
L]
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4.2 Hipotesis del contraste de independencia

INDEPENDENCIA ASOCIACION

En una tabla de contingencia, el contrastey?de " (NOHAYASOCIACION) | (HAY DEPENDENCIA)
independenCia SUEle plantearse aS|,: Conocer una variable Conocer una variable Si
NO aporta informacién aporta informacion sobre
H,: las dos variables son independientes L =bmiactat gy B
H, : las dos variables no son independientes Q l|ll Q — l@L
La distribucion de Y es La distribucion de Y cambia
I nte rpretaCién . la misma en cada segun la categoria de X.

categoria de X.

* sino se rechaza Hy , la muestra es compatible con

independencia; IL lﬂ lm? lL

e si se rechaza Hj, |la muestra aporta evidencia de

No se observan patrones Sle observan patrones:
. . s . as categorias no se
asociacion entre las variables. ervlos datos. Histribuyen iqual.
'.o ..-.-' 0«0 00 © 0.0
® ® © o © o ®e+0 D 4 @+0
.'. a‘..'... @9 00 © @00
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4.3 Frecuencias esperadas en una tabla de contingencia

Si Hy afirma independencia, la frecuencia

esperada de la celda (i, j) es:
ni. - n.;
E., =—~
lj n
Donde:
* n;. :total delafilai;
* n.;:total de la columna j;

e n:total de la muestra.

Idea clave:

Si las variables fueran independientes, la
frecuencia esperada en cada celda vendria
dada por los pesos marginales de su fila y de
su columna.

CONTRASTE CHI-CUADRADO DE INDEPENDENCIA

Se usa una tabla de contingencia para comprobar si las variables
son independientes.

1. Se calculan las frecuencias 2. Se compara lo observado 3. Si la diferencia es grande,
esperadas bajo independencia. con lo esperado. hay evidencia de asociacion.

Idea clave: si conocer una variable no cambia la distribucion de la otra, ®
no hay asociacion. Si la cambia, si la hay. =

© 2025-2026 Francisco Rabadan Pérez, Raquel Ibar-Alonso y Ester Mufioz Céspedes - Material docente - CC BY 4.0 26



4.4 Estadistico y grados de libertad

El estadistico del contraste es:

2
2 = Z Z (0 — Eij) Recuerda:
j By

i

Donde: E

Lj

0;;: frecuencia observada en la celda (i, j);

E;;: frecuencia esperada en la celda (i, j) bajo H;

Si la tabla tiene f filas y ¢ columnas, los grados de libertad son:
gl=(f—-D(—-1)
Interpretacion basica::

* valores altos de y? indican discrepancias importantes entre frecuencias observadas y esperadas;
* enese caso, la evidencia contra HO es mayor.
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4.5 Procedimiento paso a paso

Para aplicar el contraste x> de homogeneidad

seguimos estos pasos:

1.
2.

Formular H, y H;.

Organizar los datos en una tabla de
contingencia.

Calcular las frecuencias esperadas E;;. .

2
. a 0O:;:—E::
Calculas las contribuciones ¢; = CO ”E y)
ij

de cada celda

Sumar las contribuciones para obtener el
estadistico y* = Y1 ¢;

Determinar los grados de libertad
gl=((-D(-1

Comparar el valor observado con el valor
critico o interpretar el p — valor.

Concluir en el contexto del problema

CORE

1. Formular Ho y Ha

5. Sumar contribuciones
X2 = 22 Cij

2. Organizar los datos
en una tabla de contingencia

6. Determinar grados
de libertad

3. Calcular frecuencias
esperadas E;jj

7. Comparar con el valor critico
o usar el p-valor

-

4. Calcular contribuciones
(Oy — Ey)? / Ejj

8. Concluir en el contexto
del problema
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4.6 Ejemplo resuelto de independencia

Se estudia si existe relacion entre el tipo de jornada de una persona trabajadora y su uso habitual del
transporte publico.

Usa transporte No usa transporte Total
publlco publlco
Jornada completa

Jornada parcial 14 26 40
Total 50 50 100

Hipotesis:
H,: tipo de jornada y uso del transporte publico son independientes
H; : tipo de jornada y uso del transporte publico no son independientes
Idea del calculo:
Si Hy fuera cierta, las frecuencias esperadas de cada celda vendrian dadas por los marginales de fila y de
columna.
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4.7 Ejemplo resuelto de independencia (célculo)

Usa
transporte
publico

Jornada 36
completa

Jornada 14

parcial
Total 50

Las frecuencias esperadas son:

Ey, =

Ey =

60-50

100
40 - 50

100

= 20,

No usa Total
transporte
publico
60

Completa / Usa 1,20

24
Completa / No usa 24 30 1,20
26 40 Parcial / Usa 14 20 1,80
Parcial / No usa 26 20 1,80

50 100 ¥*=120+120+18+18=0,6

Como la tabla es 2x2,
gl=2-1)2-1)=1

60 - 50
Ei; = 100 30, Con nivel de significacion @« = 0,05, el valor critico es
SR L U Xi-a1 = Xgos;1 = 3,84
27100 Como

X% > x8os1 ;6,00 > 3,84 serechaza H,.
Conclusion: La muestra aporta evidencia de asociacion entre el tipo de
jornada vy el uso habitual del transporte publico.
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4.8 Interpretacién econémica correcta

Rechazar la independencia significa que la muestra aporta

2
El contraste X de evidencia de asociacidn entre las variables.
independencia permite detectar Pero atencion:

relaci()n estad iStica, * asociacion no significa causalidad;

* el contraste no mide la intensidad de la relacién;

no demostrar una relacion causal e lainterpretacidon debe hacerse en el contexto del problema.

: . s IDEA CLAVE
RELACION ESTADISTICA CAUSALIDAD — El x* de independencia solo dice si hay asociacion.
Las variables varian juntas Una variable provoca cambios =~ No explica por qué existe.
mas de lo que cabria en la otra.
or azar.
PRLE - EJEMPLO
|
’ B1 ‘ B2 ‘ Causa ﬁ Efecto | Puede observarse que quienes hacen mas ejercicio
| ! + > tienen mejor salud (hay asociacion), pero la causa
! puede ser otra: dieta, edad, ingresos, etc.
ATl 30 20 ‘ !
l ]
A2 15 35 Otros factores Asociacion # Causalidad.
[ | 4 " (confusores) Para hablar de causa y efecto se necesitan
e argumentos adicionales y un buen disefio de estudio.
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4.9 Test rapido de independencia

En un contraste x° de independencia, la hipétesis nula afirma que:
a) las frecuencias observadas y esperadas son iguales en todas las celdas
b) las dos variables son independientes
c) las dos variables tienen la misma media
d) no hay error muestral.
Si H, es cierta, la frecuencia esperada de una celda se obtiene a partir de:
a) el total de lafila; el total de la columna; y el total muestral
b) solo el total de la fila
c) solo el total de la columna
d) la media de las cuatro celdas
En el contraste x> de independencia, rechazar H, significa que:
a) las variables son necesariamente causales
b) las variables son idénticas
c) la muestra aporta evidencia de asociacion entre las variables
)

d) las frecuencias esperadas eran incorrectas.
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4.9 Test rapido de independencia

En un contraste x° de independencia, la hipétesis nula afirma que:
a) las frecuencias observadas y esperadas son iguales en todas las celdas
b) las dos variables son independientes (2
c) las dos variables tienen la misma media
d) no hay error muestral.
Si H es cierta, la frecuencia esperada de una celda se obtiene a partir de:
a) el total de la fila; el total de la columna; y el total muestral 2
b) solo el total de la fila
c) solo el total de la columna
d) la media de las cuatro celdas
En el contraste x* de independencia, rechazar H, significa que:
a) las variables son necesariamente causales
b) las variables son idénticas
c) la muestra aporta evidencia de asociacién entre las variables (2
)

d) las frecuencias esperadas eran incorrectas.
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5. Contrastes x> de homogeneidad
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5.1 éQué contrasta la homogeneidad?

El ContraSte xz de A Hipotesis habituales:

CORE

Hy: las poblaciones son homogéneas
HOMOG EN E I DAD H; : al menos una distribucion difiere

Permite comprobar si varias poblaciones presentan

Idea clave: Se compara si las proporciones observadas en las distintas

PROCEDIMIENTO

Se calculan las frecuencias
esperadas bajo H.

. Se compara lo observado con

lo esperado mediante el

la misma distribucién respectodeuna o & ! .\... " poblaciones son compatibles con una distribuciéon comun.
- - . .
variable cualitativa.
HIPOTESIS IDEA
EJEMPLO Unaempresa quiere saber sila preferencia de canal _ ) _
de compra es la misma en tres ciudades. H,: Todas las poblaciones tienen Si H es cierta, los porcentajes 1.
0l 1 h S aNistibucion la misma distribucién. de cada categroio deben ser
‘EB Variable cualitativa: & £ i » il e g W S de preferencias e similares en todas 2
oo Canal preferido HE T es la misma en Hy: Al merl'los.unal POblfﬁOOl‘l ticne las poblaciones.
(Tienda, Web, App) e Ciudad B gldade las tres ciudades? una distribucidn diferente.

estadistico x?.

. Si x% es grande (p-valor pequefio),

se rechaza H,.

=

CiudadA = CiudadB
Observado %  |Observado
ﬁﬂenda 120 | 40% 90 | 30% | 60 @ 20% 270
@ Web 100 | 33% 120 | 40% | 80 | 26% 300
HA;);) | s [ | 90777730‘;.,7: 160 | 54% | 330
o AV 200 NIQ0KT 300 [[og% | 900 IDEA CLAVE: Si rechazamos Hy,, concluimos que las poblaciones

- s
El contraste x? de homogeneidad analiza si las diferencias observadas entre = noson homogéneas: al menos una tiene una distribucion distinta.

ciudades son mayores de lo que cabria esperar por azar.
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5.2 Relacién con independencia

El contraste x? de homogeneidad y el contraste x? de

CORE

No responden a

independencia comparten la misma forma del estadistico: la misma pregunta:

2

2 = Z Z (0 — Eij)

—~ £ Eij
]

y también la misma expresion para los grados de libertad:

gl=((-D-1)

Pero no responden a la misma pregunta:

* enindependencia, se estudia la relacion entre dos

variables en una misma poblacion; variable 1 1B

 en homogeneidad, se compara si varias poblaciones tienen

5 . . 5 0 . Variable 2 | 34
la misma distribucion respecto de una variable. :

Independencia
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5.3 Procedimiento y grados de libertad

Para aplicar el contraste x> de homogeneidad

seguimos estos pasos:

1.
2.

Formular H, y H;.

Organizar los datos en una tabla de
contingencia.

Calcular las frecuencias esperadas E;;. .

CORE

1. Formular Ho y Hi

5. Sumar contribuciones
X2 = 22 Cijj

2. Organizar los datos
en una tabla de contingencia

6. Determinar grados
de libertad

2

. a 0O:;:—E::

Calculas las contribuciones c; = ( ”E )
ij

de cada celda

Sumar las contribuciones para obtener el
estadistico y* = Y1 ¢;

Determinar los grados de libertad
gl=((-D(-1

Comparar el valor observado con el valor
critico o interpretar el p — valor.

Concluir en el contexto del problema

3. Calcular frecuencias
esperadas Ejj

7. Comparar con el valor critico
0 usar el p-valor

4, Calcular contribuciones
(O — Ej)? / Ejj

8. Concluir en el contexto
del problema
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5.4 Ejemplo resuelto de homogeneidad

Se comparan tres grupos de consumidores segun el canal en el que realizaron su ultima compra: tienda fisica,

web o app.
Los datos observados son:

Tienda fisica
Web 20 24 12 56
App 22 16 6 44
Total 60 70 60 190
Hipotesis:

H,: las tres poblaciones son homogéneas respecto del canal de compra
H; : al menos una distribucion difiere

Idea del calculo:
Si Hy fuera cierta, las frecuencias esperadas de cada celda vendrian dadas por los marginales de fila y de

columna.
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5.5 Ejemplo resuelto de homogeneidad (calculo)

Canal de Mayores Total
compra

Tienda
fisica
Web 20 24
App 22 16
Total 60 70

Las frecuencias esperadas son:

g =200 e p
56 - 60

E21: 190 :17,68 E22:

g =24 60 _ 29 B -

90-70
190

5670
190

44-70
190

12 56

6 44

60 190
—3316 F. =22 90 _ oo un
T B™ 190 — "7
— 2063 E,. =22 %0 _ 1768
o 287 190 ~ 7
— 1621 Fa.= 260 _ 1249
o 337 190 ~ 77

Las contribuciones de las nueve celdas son, | _ _ (0 — Eij)” u)

aproximadamente:
3,82;0,30;6,49;0,30;0,55;1,82;4,74 ;0,00 ; 4,48

Por tanto:
¥ =~ 22,50
Como la tabla es 3x3,
gl=B-1)3-1)=4

Con nivel de significacion a = 0,05, el valor critico es
Xf—a;z} = )(&95;4 = 9,49
Como
X% > x8os1 322,50 > 9,49  serechaza H,,.
Conclusion: La muestra aporta evidencia de que la
distribucion del canal de compra no es la misma en los tres
grupos.
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5.6 Test rapido de homogeneidad

1. Enun contraste x> de homogeneidad, la hipétesis nula afirma que:
a) las variables son independientes
b) las poblaciones tienen la misma media
c) las poblaciones presentan la misma distribucidon respecto de una variable cualitativa
d) todas las frecuencias observadas son iguales.

2. Enun contraste x> de homogeneidad, las frecuencias esperadas se calculan:
a) solo con los totales de fila
b) solo con los totales de columna
c) a partir de los marginales de fila y de columna
d) a partir de la media de las celdas .

3. Rechazar H, en un contraste x? de homogeneidad significa que:
a) todas las poblaciones son idénticas
b) al menos una distribucién difiere

c) las variables son causales

)

d la muestra no es aleatoria.
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5.6 Test rapido de homogeneidad

1. Enun contraste x> de homogeneidad, la hipétesis nula afirma que:
a) las variables son independientes
b) las poblaciones tienen la misma media
c) las poblaciones presentan la misma distribucidn respecto de una variable cualitativa £4
d) todas las frecuencias observadas son iguales.

2. Enun contraste x> de homogeneidad, las frecuencias esperadas se calculan:
a) solo con los totales de fila
b) solo con los totales de columna
c) a partir de los marginales de fila y de columna 2
d) a partir de la media de las celdas .

3. Rechazar H, en un contraste x? de homogeneidad significa que:
a) todas las poblaciones son idénticas
b) al menos una distribucidn difiere [4

c) las variables son causales

)

d la muestra no es aleatoria.
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6. Contraste de Kolmogorov-Smirnov
en una muestra
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6.1 Idea y utilidad

El contraste de Kolmogorov-Smirnov en una muestra permite comparar la distribucion empirica observada
en la muestra con una distribucion tedrica dada F(x).

HIPOTESIS HABITUALES ¢QUE SE COMPARA? _
Se compara la funcion de distribucion empirica de la IDEA CLAVE
H 0. muestra S,,(x) con la distribucion tedrica F(x). v

El contraste se basa en la mayor discrepancia

La muestra procede de una poblacion 101 entre la distribucion empirica muestral y la
con distribucion F(x). D= SEP |Sn(x) = F(x)| distribucion tedrica.
H 1+ 055 D es la mayor discrepancia Cuanto mayor sea esa discrepancia, mas
La muestra no procede de vertical entre ambas evidencia habra contra Hy,.
esa poblacion. 0 distribuciones.
0
¢COMO FUNCIONA EL CONTRASTE? DISTRIBUCION EMPIRICA vs. TEORICA REGION CRITICA (COLA DERECHA)
@ Seplantea Hy: la muestra ~ F(x). 104 P(Dzd)*t

F(x)

e Se calcula la funcién de distribucion empirica S,,(x). s e

DObS > da

Sn(x): empirica
€ Se calcula el estadistico: 0.5+ n(x): emp

D = sup |Sy(x) — F(x)|

F(x): teérica
D(méxima (x)
discrepancia)

@ Se obtiene el valor p (o se compara con el valor critico). 0

)
=
e Si D es grande (p pequeiio), se rechaza H. L da
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CORE

6.2 Estadistico D y regla de decision

INTERPRETACION

Si Sp(x) esta muy proxima a F(x) en todo el rango,
D sera pequerio — no se rechaza Hy.

Si hay grandes diferencias en algun punto, D sera grande
— se rechaza H,,.

ﬁ IDEA PRACTICA
El contraste de Kolmogorov—Smirnov no depende de como se

agrupen los datos en clases: usa toda la informacion de la muestra
a través de S5, (x). Es especialmente (til con muestras pequefias o
cuando no se quieren suponer posibles puntos de corte.

EN RESUMEN

Compara Sy, (x) con F(x) y se fija en la mayor

j diferencia vertical.

D pequeiio = compatible con Hy.
D grande — evidencia contra H,,.

El estadistico del contraste es:
D;, = sup|S,(x) — F(x)]
X

Donde:
* S, (x):funcion de distribucidon empirica de la muestra;

 F(x) :funcidon de distribucion tedrica bajo Hy;

* sup : de todas las discrepancias posibles, tomamos la mas
X

grande.

Interpretacion basica:

e para cada x, se compara la diferencia |F,(x) — F(x)|;

* el estadistico D,, se queda con la mayor de cada una de esas
diferencias;

* cuanto mayor sea D,, , mayor sera la discordancia entre la
muestra y la distribucion tedrica.

* Serechaza Hy cuando D,, supera el valor critico
correspondiente
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..
6.3 Procedimiento paso a paso

Para aplicar el contraste de Kolmogorov-Smirnov en

una muestra seguimos estos pasos:
5. Tomar la mayor discrepancia

1. Formular Hy y H;. 1. Formular Ho y Ha < Dn = SUPx [ S (x)— F(X)|
2. Ordenar la muestra y construir la funcion

de distribucion empirica S,, (x). ‘
3.  Calcularla funcion de distribucion tedrica

_ 2. Ordenar la muestra y 6. Obtener el valor

F(x) bajo H,. construir S, (x) critico
4.  Obtener las discrepancias |S,, (x) — F(x)]|.
5. Tomar la mayor discrepancia para obtener . X N -

Dy, 3. Calcular la distribucién 7. Comparar Dn con el valor

.. tedrica F(x critico

6. Comparar D,, con el valor critico )

correspondiente. ) - ’
7.  Tomar la decision.
8. Concluir en el contexto del problema. 4. Obtener las discrepancias 8. Concluir en el contexto

| S, () — F(x)] del problema
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6.4 Ejemplo resuelto de Kolmogorov-Smirnov

Se quiere contrastar, con un nivel de significacion &« = 0,02, si una muestra de tamano n = 50 puede proceder de una
poblacidon continua con funcidn de distribucion:

F(x)=x% ; 0<x<1
La muestra, agrupada en intervalos, ha dado las siguientes frecuencias:

| Intervalo | [0;0,2) |[0,2;0,4) |[0,4;0,6) | [0,6;0,8) | [0,8;1]
n 1 7 10 18 14

Hipotesis:
H,: la muestra procede de una poblacién con funcién de distribucién F(x) = x?
H;: la muestra no procede de esa poblacion

Idea del calculo:

Se compara la distribucion empirica acumulada de la muestra con la distribucidn tedrica y se toma la mayor
discrepancia.
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6.5 Ejemplo resuelto de Kolmogorov—-Smirnov (calculo)

[0;0,2) | [0,2;0,4) |[0,4;0,6) | [0,6;0,8) | [0,8;1]
n, 1 7 10 18 14

A partir de las frecuencias observadas, las frecuencias acumuladas son
N; = 1;8;18; 36; 50
y, por tanto, la distribucion empirica acumulada es:

N:
E,(x) = 5—6 = {0,02;0,16; 0,36; 0,72; 1,00}

En los extremos derechos de los intervalos, la distribucion tedrica vale
F(0,2) = 0,04; F(0,4) =0,16; F(0,6) = 0,36; F(0,8) =0,64; F(1) =1

T R N N R

Sp(x) 0,02 0,16 0,36 0,72
F(x) 0,04 0,16 0,36 0,64 1
|F,,(x) — F(x)| 0,02 0 0 0,08 0
Por tanto,

D,, = sup|S,,(x) — F(x)| = 0,08
X

Con nivel de significacion a = 0,02, en la tabla KS

aparece ¢, = Cpoz = 1,517

Luego, el valor critico es
Cq 1,517 1,517

K, ~
ot \/_ \/50 7,07

~ 0,214

Como

D, <K, ;0,08 <0,214 no se rechaza H,.

Conclusion: La muestra es compatible con una
poblacion cuya funcion de distribucion es
F(x) = x2.
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6.6 Test rapido de Kolmogorov-Smirnov

1. En el contraste de Kolmogorov—Smirnov de una muestra, la hipdtesis nula suele afirmar que:
a) la muestra sigue una distribucion tedrica dada
b) la media poblacional es igual a un valor concreto
c) las variables son independientes
d) las poblaciones son homogéneas.
2. El estadistico D,, representa:
a) lasuma de todas las discrepancias entre S,,(x) y F(x) ;
b) la mayor discrepancia entre S, (x) y F(x) ;
c) la media de las discrepancias entre S,,(x) y F(x) ;
d) la diferencia entre dos medias muestrales.
3. Rechazar H, en un contraste x? de homogeneidad significa que:
a) Dj espequeiio
b) Dy coincide con cero
c) D, supera el valor critico correspondiente
d) la muestra tiene muchos intervalos.
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6.6 Test rapido de Kolmogorov-Smirnov

1. En el contraste de Kolmogorov—Smirnov de una muestra, la hipdtesis nula suele afirmar que:
a) la muestra sigue una distribucién tedrica dada £
b) la media poblacional es igual a un valor concreto
c) las variables son independientes
d) las poblaciones son homogéneas.
2. El estadistico D,, representa:
a) lasuma de todas las discrepancias entre S,,(x) y F(x) ;
b) la mayor discrepancia entre S, (x) y F(x) ; &2
c) la media de las discrepancias entre S,,(x) y F(x) ;
d) la diferencia entre dos medias muestrales.
3. Rechazar H, en un contraste x? de homogeneidad significa que:
a) Dj espequeiio
b) Dy coincide con cero
c¢) D, supera el valor critico correspondiente [
d) la muestra tiene muchos intervalos.
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7. Cierre: mapa de decision y errores
tipicos
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7.1 Mapa de decision

Objetivo Contraste
recomendado

Comprobar si una muestra es compatible con una distribucion teodrica dada Bondad del ajuste

Comprobar si una muestra es compatible con una distribuciéon continua Kolmogorov—Smirnov

comparando funciones de distribucion

Estudiar la relacion entre dos variables cualitativas en una misma poblacion x*> de independencia
Comparar varias poblaciones respecto de una variable cualitativa x? de homogeneidad
Idea clave:

La eleccion del contraste depende del tipo de pregunta y de la estructura de los datos.
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7.2 Errores tipicos

Errores frecuentes en este tema:

* confundir independencia con homogeneidad;

* interpretar asociacion como causalidad;

e calcular mal las frecuencias esperadas;

e usar mal los grados de libertad;

« olvidar que en ¥? la region critica esta en la cola derecha;

e confundir en KS la mayor discrepancia con una suma de discrepancias.

Idea clave:
En muchos errores no falla el calculo; falla la identificacion correcta del contraste o la interpretacion final.
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Recursos

Bibliografia:

Ruiz-Maya, L., Martin-Pliego Lépez, F. J. (3.2 ed.). Fundamentos de Inferencia Estadistica.
Thompson—Paraninfo.

Material de apoyo del curso:

* Tablas de probabilidad y cuantiles criticos elaboradas para la asignatura.Atribuciones y
transparencia:

Graficas e imagenes de estas diapositivas: imagenes generadas con ChatGPT y graficas con Python
(SciPy/Matplotlib) y apoyo de ChatGPT.

Imagenes externas: cuando se incluyen, se usan bajo licencia CC-BY / CC-BY-SA, citadas
individualmente.
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